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ABERTURA 


EMÍLIO RUI VILAR* 


«Ela tinha vivido o encontro com o teorema de Pitágoras (x? + y? = 22), 
formulado cerca de quinhentos anos a.C., como uma espécie de revelação. Bruscamente, 
tinha compreendido o sentido do que tinha memorizado desde os tempos do colégio, 
num dos raros cursos a que assistira. Num triángulo rectángulo, o quadrado da hipotenusa 
é igual a soma dos quadrados dos catetos. Ficou fascinada pela descoberta de Euclides por 
volta do ano 300 a.C., enunciando que um número perfeito é sempre um múltiplo de dois 
números, em que um é uma poténcia de 2 e o outro o mesmo número a poténcia seguinte de 
2 menos 1. Era uma evolução do teorema de Pitágoras e ela compreendia a infinidade 
de combinações possíveis. 


6=2*% (221) 
28 = 22 x (23 — 1) 
496 = 24 x (25 — 1) 
8128 = 26 x (27 — 1) 


Poderia prosseguir indefinidamente sem encontrar um número que contrariasse 
a regra. Estava ali uma lógica equivalente ao sentido do absoluto de Lisbeth Salander. 
Rapidamente, e com evidente prazer, ela tinha assimilado Arquimedes, Newton, Martin 
Garner e uma dúzia de outros matemáticos clássicos. 

De seguida, chegou ao capítulo de Pierre de Fermat, cujo enigma matemático, o 
teorema de Fermat, a tinha desconcertado durante sete semanas. O que constituiu 
certamente uma demora razoável, tendo em conta que Fermat levara os matemáticos à 
loucura durante cerca de quatro séculos, até que um inglês, chamado Andrew Wiles 
conseguisse, mas só em 1993, resolver o seu puzzle. 

O teorema de Fermat era um postulado de uma simplicidade enganadora.» 


O que acabo de citar não é um manual de Matemática. São as páginas 31 


e 32 do segundo volume da saga policial Millenium, do escritor sueco Stieg 
Larsson. É um éxito, com milhões de exemplares vendidos e traduções em 
muitas línguas, que se lê sem parar. A beleza da matemática pode afinal fazer 
parte do nosso imprevisível quotidiano... 


Este ano, ao elegermos a Matemática como área de debate e de reflexão 


na conferência internacional que todos os anos dedicamos a temas educativos, 
quisemos dar um sinal em relação à importância e à atenção que o tema nos 
merece ao mesmo tempo que queremos, com esta iniciativa, dar continuidade 
ao esforço que temos vindo a fazer para contribuir para um ensino de qualidade 


* Presidente da Fundação Calouste Gulbenkian. 
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nesta área do conhecimento. A par da leitura, a matemática tem um carácter 
estruturante e é um dos pilares essenciais da educação e da formação ministrada 
a qualquer criança ou jovem que frequenta a escola, designadamente nos 
primeiros anos de escolaridade. 

Refira-se a este propósito que a Fundação lançou ou apoiou nos últimos 
anos uma série de Projectos na área da Matemática, alguns já terminados outros 
ainda em fase de execução, que contaram com o envolvimento de um vasto 
conjunto de professores e investigadores pertencentes a diversas instituições dos 
ensinos básico, secundário e universitário. 

Refiro, muito sucintamente, os seguintes que estão em curso: 


— O Programa Inter-Universitário de Doutoramento em Matemática, orga- 
nizado pelos Departamentos de Matemática Pura da Faculdade de 
Ciências da Universidade do Porto e de Matemática da Faculdade 
de Ciências e Tecnologia da Universidade de Coimbra; 


— O Programa “Novos Talentos em Matemática”, que distingue anualmente 
estudantes universitários de Matemática que evidenciem um elevado 
mérito académico e que incentiva o desenvolvimento da sua cultura e 
aptidões matemáticas, apoiando o seu trabalho junto de reconhecidos 
especialistas que exercerão o papel de tutores; 


— O Projecto “Sigma Matemática”, promovido pelo Departamento de 
Matemática Pura da Faculdade de Ciências da Universidade do Porto, 
dirigido aos melhores alunos de Matemática que estejam inscritos no 
11.º ano de escolaridade. O projecto é co-financiado também pela 
Fundação Portugal Telecom (50% cada) e pretende incutir nos estu- 
dantes o gosto pela matemática; 


— O Projecto “Eficacia Escolar no Ensino da Matemática — Alargamento 
ao 3.º Ciclo”, que está a ser desenvolvido pela Universidade da Beira 
Interior, para o estudo da problemática do ensino nos 1.º e 2.º Ciclos do 
Ensino Básico, pretendendo-se alargar o seu âmbito ao 3.º Ciclo. O pro- 
jecto visa estimar a magnitude dos efeitos escolares e estudar as suas 
propriedades científicas, bem como identificar os factores de aula, de 
escola e de contexto que contribuem para que uma escola seja eficaz. 


Estes últimos projectos, bem como os já concluídos Exim Pt e Reanimat, 
tiveram como resultado mais concreto a produção de materiais de ensino devi- 
damente avaliados e validados que hoje se encontram à disposição das escolas e 
dos professores desta área científica. 
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Trata-se de um esforço considerável, que teve um nivel de aceitação 
elevado por parte da comunidade académica, o que nos traz grande satisfação e 
nos proporciona os incentivos necessários para podermos prosseguir a nossa 
actuacáo neste campo de actividade. 

O ensino da Matemática é uma área-chave no desenvolvimento, que tem 
sido alvo de inúmeros estudos e trabalhos de investigação por parte da comuni- 
dade científica internacional ao mesmo tempo que muitos governos tém vindo 
a preocupar-se de forma crescente com o ensino desta disciplina e a desdobrar-se 
em medidas de política, visando o aperfeigoamento dos processos de ensino e a 
melhoria dos níveis de aprendizagem por parte dos alunos. 

Portugal é um dos países em que se tem assistido a um desses esforços, desig- 
nadamente ao nível da Administração Central e ao nível da gestão das Escolas. 

Nesta perspectiva, a Fundação congratula-se com o trabalho que tem vindo 
a ser feito entre nós, esperando que nos médio e longo prazos tais esforços possam 
vir a traduzir-se na efectiva melhoria dos níveis de aprendizagem, tendo em conta 
que a Matemática é uma área de formação fundamental, com uma influência 
muito marcada no perfil das crianças e dos adolescentes e, consequentemente, na 
sua capacidade futura enquanto adultos como cidadãos autónomos, responsáveis 
e capazes de actuar como profissionais competentes e rigorosos. 

No entanto, quer os resultados do PISA, quer as taxas de repetência e de 
abandono, que se verificam na área da Matemática, continuam a ser motivo 
de séria preocupação e constituem um problema que importa diagnosticar em 
toda a extensão para se poderem definir a estratégia e as medidas que permitam 
elevar os níveis de sucesso na Matemática, traduzindo o efectivo domínio por 
parte dos portugueses dos instrumentos de raciocínio e acção que esta disciplina 
científica assegura. 

A Conferência que hoje tem o seu início é, para nós, uma oportunidade 
para que se aprofunde o debate sobre as grandes questões ligadas ao ensino e à 
aprendizagem da Matemática. Temos consciência de que estamos perante maté- 
rias que são muito complexas e sobre as quais existem pontos de vista diferentes, 
por vezes até muito diferentes, quando não antagónicos. Para ilustrar algumas 
destas diferenças, mas também para mostrar a importância de que se reveste o 
diálogo entre as várias “escolas de pensamento” sobre o ensino da Matemática, 
não posso deixar de referir o contributo muito relevante dado pelo National 
Mathematics Advisory Panel, que nos Estados Unidos produziu um trabalho 
notabilíssimo, cujos resultados e recomendações foi decidido apresentar nesta 
Conferência. 

Temos a ousadia de pensar que, no enquadramento proporcionado pela 
Fundação a todos os participantes, será possível encontrar o lugar geométrico 
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que permita, de uma forma aberta e livre, analisar e debater as questóes mais 
sensíveis, mas também, e talvez por isso, as mais relevantes. 

Não sendo possível resolver todas as equações ou todos os problemas mal 
equacionados da Matemática, queremos com esta Conferência contribuir para 
um melhor conhecimento das realidades portuguesa e internacional, cientes de 
que os trabalhos da Conferência irão ser acompanhados não só pelas Escolas, 
pelo Ministério, pelos Professores, pelos Investigadores da área, e pelos Estu- 
dantes dos diversos níveis de ensino, particularmente pelos universitários, mas 
também pelos Pais e pelas suas Associações que conhecem bem a realidade e 
sabem da necessidade de se encontrarem novas soluções para problemas persis- 
tentes neste domínio científico. 

Razões de sobra para exortar o meu Colega, Doutor Eduardo Marçal 
Grilo, a prosseguir os seus esforços no sentido de encontrar plataformas inclusi- 
vas em que se continue o debate construtivo. 

Agradeço ao Professor Nuno Crato, que comissariou a Conferência, todo 
o trabalho que desenvolveu na sua organização e preparação; à jornalista Ana 
Sousa Dias, que assume o encargo de relatora da Conferência e que assim vai 
ajudar à sua divulgação; a todos os intervenientes e participantes, que são os 
actores e os destinatários desta iniciativa. 

À terminar, gostaria de deixar a todos uma palavra de confiança. Partindo 
da reflexão que temos feito na Fundação e como resultado da avaliação dos 
projectos que têm sido realizados por nós ou com a nosso apoio na área da 
Matemática, temos a convicção de que é possível proceder a melhorias sensíveis 
nos níveis de aprendizagem desta disciplina, sem quebras de exigência, e antes 
lutando para que todos tenham acesso a um ensino de qualidade assente em pro- 
fessores com boa formação de base, em programas adequados, em sistemas de 
avaliação rigorosos e em materiais de ensino que assegurem a progressão dos estu- 
dantes, levando-os a ter gosto e interesse pelas disciplinas da área da Matemática. 

Volto ao livro de Stieg Larsson: 


«Fermat, como era seu hábito, trocava dos seus colegas. A margem do seu exemplar 
de l’Arithmétique [de Diophante], anotava hipóteses e terminava com estas linhas: Cuius rei 
demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiquitas non caperet. Ou seja: Descobri 
uma demonstração maravilhosa. A margem é demasiado estreita para a conter» 


Não podemos perder-nos em discussões estéreis nem resignarmo-nos por 
causa da estreiteza da margem... 
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CONFERÉNCIA DE ABERTURA 


GENÓMICA, PÓS-GENÓMICA E EDUCACAO 


MANUEL SOBRINHO SIMOES* 


Senhora Ministra da Educação, Senhor Doutor Rui Vilar, Senhor Pro- 
fessor Marcal Grilo, devo confessar, embora com algum constrangimento, que 
na Gulbenkian me sinto totalmente em casa. Nunca estive aqui com professo- 
res de Matemática, mas já sáo mais de duas dezenas de vezes que me encontro 
aqui com professores de Biologia, de Química e de Física. Sinto que há um certo 
atrevimento de estar com professores de Matemática. Quando o Professor 
Marçal Grilo me convidou, disse-lhe que não sabia nada de matemática, e ele 
responde-me que era isso mesmo que pretendia. Sou médico, patologista, pro- 
fessor da Faculdade de Medicina, e a minha especialidade é cancro. 

Como professor tenho vindo progressivamente a ter um problema de 
integração pós-nómica na educação. Penso que é interessante verificar como é 
que um médico patologista vê a evolução da pós-nómica. 

Reparem que há 50 anos o problema era bastante simples. Tínhamos um 
dogma, era a genómica ou a genética, e tínhamos um gene, que dava o mensa- 
geiro, e um mensageiro, que dava uma proteína. Estávamos muito felizes quando 
começámos a estudar o número de genes que havia nas diferentes espécies. 
Por exemplo, de um lado, temos uma senhora asiática, de outro, temos arroz. 
Por estranho que pareça a senhora asiática tem o mesmo número de genes que 
esta senhora caucasiana, cerca de 25 mil genes, e o arroz tem 50 mil genes. Esta 
ideia de que havia um mensageiro, uma proteína, não fazia muito sentido, 
porque havia uma diferença enorme entre nós e o arroz. Embora muita gente 
goste de arroz, a verdade é que temos muito mais graça do que o arroz. Ássim, 
isto leva-nos à questão de saber o que é que nos separou dos outros mamíferos, 
nomeadamente dos grandes primatas; no fundo, o que é que nos levou a falar, 
a escrever, a contar... porque descobrimos que os grandes primatas têm 
praticamente os mesmos genes que nós. À homologia é quase absoluta. Há uma 
diferença de quase um por cento de nucleóticas entre nós e os grandes primatas. 
Já não se põe aqui o problema do arroz. O arroz tem muitos genes e nós temos 
muito menos, mas temos aqui um problema gravíssimo que consiste em saber 


* Professor Catedrático da Faculdade de Medicina do Porto e Director do IPATIMUP 
(Texto adaptado da transcrição de gravação.) 
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como é que nos separámos. Os estudos que foram feitos mostraram que nos 
separámos através da modificação, não dos genes, dos genes que são muito 
parecidos, mas da expressáo desses genes. Portanto, a capacidade dos genes em 
se exprimirem é muito diferente entre nós e os grandes primatas e houve uma 
rápida evolução em nós. É muito interessante porque estes genes, se repararem, 
sáo os genes da regulacáo, e o que nos distingue mais é a regulacáo e os genes do 
cérebro. O que nos distingue seriamente dos grandes primatas é a nossa capa- 
cidade de regular o funcionamento dos genes e, por outro lado, essa regulação 
ser sobretudo ao nivel do cérebro. Assim, este dogma veio progressivamente a 
ser substituído por este outro. Temos cerca de 25 mil genes, mas estes genes tém 
diferentes formas de fazer ARNs. Temos pelo menos 100 mil ARNs mensageiros 
a partir dos 25 mil genes, depois estes ARNs mensageiros ligam-se a pelo menos 
2 milhóes de proteínas, as que estáo já identificadas na espécie humana. Mas há 
quem diga que nós temos 10 milhões ou 20 milhões de proteínas, havendo aqui 
uma expressão totalmente amplificada. A seguir há a modificação das proteínas, 
depois da sua produção, a que nós chamamos de alterações pós-tradução 
(palavra à qual farei referência permanente ao longo da minha intervenção). 
Temos a capacidade de regular o funcionamento dos genes através daquilo a que 
chamamos a epigenética, isto é, através das proteínas, conseguimos pôr os genes 
a funcionar, ou desligá-los, etc., sem que eles tenham alteração estrutural. 

Esta epigenética tem vindo progressivamente a ser complicada, o que é 
demonstrado neste título impressionante da Nature, de Março de 2008, História 
Inside, sobre o nosso intestino. No intestino há cerca de um quilograma de bac- 
térias, fungos e vírus, e estas bactérias produzem pectídeos. Mas não é somente 
nos intestinos, a boca também contém uma flora enorme, assim como o tracto 
genito-urinário tem uma flora comensal. É muito interessante porque esta flora 
é específica da espécie, o que significa que temos uma flora diferente dos grandes 
primatas e dos ratos. Por exemplo, alguns de nós, caucasianos, quando 
emigramos para a América do Sul, levamos a nossa flora connosco e só ao fim 
de duas ou três gerações é que a flora microbiana dos europeus na América do 
Sul começa a modificar-se. Esta flora é só nossa. Temos mais células bacterianas 
no nosso intestino do que células no nosso corpo e estas bactérias produzem 
proteínas que passam para a corrente circulatória. Quando fazemos agora o 
estudo, não dos genes, nem do ARN mensageiro, mas o estudo das proteínas no 
nosso sangue, parte destas proteínas não é nossa, mas dos nossos “bichos”. 

Provavelmente, é o sentido do plural majestático da rainha Isabel de 
Inglaterra, mas não é este, não é o “nós”. No nosso caso, o plural majestático é 
“somos nós e os nossos bichos”. 
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Outro assunto preocupante, apresentado no mesmo artigo referente a 
epigenómica, de novo, mostra que, se as crianças fumarem ou passarem muita 
fome até à idade de dez, onze ou doze anos, no fundo, até à idade em que fazem 
as suas células germinativas, há alterações não só dos filhos mas também dos 
netos. Portanto, os netos de crianças que fumaram muito até essas idades, que é 
a altura em que fazem os espermatozóides, terão mais diabetes, sofrerão de 
morte súbita e de obesidade. Isto foi muito estudado nas fomes de que sofreram 
os países nórdicos, sobretudo o período de grandes fomes na Suécia, Noruega e 
Finlândia, que provocaram emigrações para os Estados Unidos, nomeadamente 
para o Minnesota. Fez-se um estudo às adolescentes grávidas nesse período de 
fome e a seguir fez-se aos seus netos, e o resultado mostra que elas têm alterações 
de risco de morte súbita, de diabetes e muitos outros riscos. Não há alterações 
estruturais dos genes, mas há a possibilidade de haver uma hereditariedade 
transgeracional através do mecanismo do tipo epigenético. 

Finalmente, a complexidade destes estudos aumenta com a noção de que 
nós incorporámos os imensos genomas de vírus, felizmente controlados, e que, 
para além da regulação do ARN para a proteína, produzimos micro-ARNs que 
também são capazes de regular finamente este processo. Ora, se juntarmos a 
epigenética ao que chamamos de microbioma — todos nós temos bactérias e 
genes exteriores a nós, mas que se repercutem em nós — e se juntarmos a isto 
a capacidade translacional, ou seja, transgeracional, estamos no universo da 
pós-genómica, que é onde estamos todos actualmente, e de que vou falar a 
seguir. 

Passo agora à segunda fase da minha intervenção que diz respeito à 
educação na área, na era pós-genómica. Existem estudos muito interessantes 
sobre a pós-genómica e a epidemiologia aplicados em grupos sociais. Por exem- 
plo, no estudo da Science, de 2006, os autores acham que é possível afirmar que 
crianças de tribos amazónicas têm conhecimentos, à nascença, de geometria 
euclidiana e que, neste aspecto, são iguais às crianças norte-americanas. É muito 
interessante verificar que a Science, no mesmo número, destaca este assunto no 
seu editorial e interroga o seu significado, ou seja, como é que há esta here- 
ditariedade. Em 2006 escreveram-se muitos artigos, como, por exemplo, sobre 
o altruísmo. As nossas crianças nascem altruístas, mais altruístas do que as dos 
grandes primatas. Não sabemos se é verdade, se é ou não uma característica 
(conversei com o professor Diogo Lucena sobre isto). Também há quem diga 
que, hoje em dia, nascemos o homem económico, pondo alguns problemas a 
todos nós que somos professores, isto é, como podemos aproveitar isto a nosso 
favor. 
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Reparem que tudo isto é muito recente, tem três ou quatro anos, no 
máximo. O peixe-zebra é um peixe e chama-se assim porque tem aquelas faixas 
pretas. Um cientista/autor norte-americano encontrou peixes-zebra com 
mutações, em que as faixas eram brancas, e interrogou-se. Ora, se há mutações 
desse gene que põe as faixas brancas, será que os humanos — nós, os homo-sapiens 
— têm um gene homólogo? A seguir, comparou, calculou caucasianos com 
africanos para encontrar esse gene homólogo, que estava mutado no peixe-zebra 
de faixas brancas, e saber se era igual ou não. Náo era. Esta foi a primeira vez, 
em 2005, que se encontrou um gene que se distribui de maneira diferente entre 
caucasianos e africanos, em relação à cor da pele. O mesmo cientista continuou 
a sua investigação e, a seguir, estudou também os asiáticos. Os asiáticos têm o 
mesmo gene, a mesma estrutura do gene, que os africanos, isto é, os asiáticos 
não ficaram brancos devido ao mesmo gene. 

Desde esta altura, 2005, até agora já se descobriram 25 genes que têm 
distribuições diferentes, entre caucasianos, africanos e asiáticos. Trata-se, por- 
tanto, de uma hereditariedade muito complexa e que usa muitos mecanismos. 
Esses mecanismos são sempre fruto da interacção entre o genótipo e o ambiente 
e, desta interacção, resulta um fenótipo. Em estudos posteriores, é interessante 
verificar que o fenótipo também influencia o genótipo, concluindo-se que este 
processo é todo ele muito interactivo. 

Agora, ao nível do fenótipo, temos, por exemplo, a cor da pele, a altura, 
a longevidade e as doenças. A doença é uma expressão fenotípica, assim como, 
numa família, chegarem todos a velhos, sempre nesta interacção. A não ser em 
doenças raríssimas, que são devidas a uma mutação genética, com origem em 
alterações no genótipo, que determina uma doença, e que são do tipo das 
mutações e alterações muito graves, no geral as mutações são os chamados 
polimorfismos, isto é, todos nós temos os mesmos genes, não temos mutações 
graves nesses genes, mas distinguimo-nos todos uns dos outros por pequenas 
alterações. Craig Venter foi o primeiro indivíduo que se fez sequenciar, publi- 
cando o resultado num artigo a que chamou Human Reference, ou seja, tomou 
o seu próprio genoma para lhe chamar referência humana. 

Depois, a Fundação Champalimaud adquiriu uma outra referência humana 
através do Dr. Watson, que foi o segundo indivíduo a ser sequenciado. Agora há 
mais três, uma senhora com leucemia, uma senhora africana e uma outra asiá- 
tica. Assim, há cinco pessoas sequenciadas em todo o mundo, que nós saibamos. 

Quero salientar o seguinte. Craig Venter mostrou, quando se comparava 
com outros indivíduos, que tinha dois ou três milhões de alterações no modelo. 
Se nos situarmos nos polimorfismos em dois, ou três, ou quatro, ou cinco, 
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ou seis nucleóticos, significa que nós, nesta sala, somos diferentes uns dos outros 
em 20, ou 30, ou 40 milhóes de nucleóticos. Somos extraordinariamente dife- 
rentes uns dos outros e, reparem, náo estamos a falar de mutacóes, náo nos refe- 
rimos directamente a doengas, mas táo-só ao que, interagindo com o ambiente, 
justifica a cor da pele, a altura e a longevidade. 

Vou contar duas histórias muito interessantes sobre pectídeos cerebrais. 
Uma destas histórias apareceu nos jornais de Setembro último, referindo que 
havia polimorfismos do receptor da Vasopressina, que associava a fidelidade nos 
casais com estabilidade matrimonial. A Vasopressina é um neuropectídeo cere- 
bral que tem muitas funções, por exemplo, a nível da diurese, mas também a 
nivel do comportamento. As pessoas acabaram por brincar com o assunto, pois, 
sempre que algo náo estava bem, diziam que náo tinham o receptor. Vejamos, 
estamos a falar de um artigo de Setembro de 2008, e estes resultados sugerem 
uma associação entre um único gene e o comportamento humano, em casal. 
Vamos comparar, a seguir, indicando a bem caracterizada influéncia desta 
mesma Vasopressina nos ratos silvestres, especificamente o rato silvestre da pra- 
daria. Este rato é monogámico, mas há um outro, o rato silvestre dos prados, 
que é poligámico. Fizeram-se estudos para descobrir a razáo porque é que um 
deles é monogámico. Acabei por ler a resposta num artigo muito interessante 
publicado em 2003. 

Ao tratar destes assuntos, devo ser bastante cuidadoso, sou totalmente 
contra o determinismo genético. Acredito muito na educação, no ambiente, 
etc., mas há uma base genética para muitas coisas. Neste caso, por exemplo, ao 
ser injectado por engenharia genética o receptor de Vasopressina, injectou-se no 
polimorfismo dos ratos do prado, que passaram a ser monogámicos, o que é 
extraordinário. 

Observemos de perto o que os autores, interessados neste assunto, fizeram 
em 2008. Fizeram testes de paternidade nos ratos monogámicos e o resultado 
foi que eles se comportavam promiscuamente, como os ratos poligámicos. Ou 
seja, eram monogámicos socialmente e eram poligámicos sexualmente. Foi 
publicado um artigo muito interessante sobre este assunto na Nature de Feve- 
reiro de 2008, Monogamous voll in rats schok — é tudo ainda muito recente. 

Os humanos querem acreditar na monogamia sexual, mas eles eram 
socialmente monogámicos, náo eram sexualmente monogámicos. Para 
terminar, as nossas descobertas fazem énfase 4 necessidade de distinguir entre 
o attachment social dos mamíferos e a fidelidade sexual. Os ratos da pradaria, 
os ratos silvestres, são os melhores modelos desta dissociação entre o social e o 
sexual, 
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Outro exemplo é sobre a confiança. Foram feitos estudos recentemente 
em muitos modelos, não só modelos de casais, mas também em modelos 
matemáticos, em que se póem pessoas a jogar, por exemplo o Monopólio. E a 
pergunta é: há ou não confiança no parceiro da frente, no competidor? Num 
artigo de António Damásio é referido que brain trust depende de alterações 
neurobiológicas. Mais uma vez, estamos perante algo novo. Houve a demons- 
tração de um outro neuropectídeo, muito parecido com a Vasopressina, a 
ocitocina, que interfere no útero das senhoras e na amamentação, mas também 
tem muito a ver com o comportamento, tendo a capacidade de aumentar a 
autoconfiança nos humanos. (De repente, houve quem pensasse que se podia 
aumentar mesmo a confiança, se fosse verdade a existência dessa capacidade da 
ocitocina, quem sabe, espalhando um spray nasal com ocitocina, as pessoas 
começassem a ficar muito confiantes, o spray nasal tornaria as pessoas more likely 
to place face in another person.) Ora a ocitocina é um processo muito barato e 
fácil. Por exemplo, no supermercado temos várias marcas e as pessoas, ao 
compará-las, acreditam que uma é melhor do que a outra e compram aquela que 
lhes parece melhor. O que o António Damásio afirma no artigo é que tudo isto 
é uma forma moderna de fazer propaganda, e até já se usam truques para 
aumentar internamente a produção de ocitocina. Portanto, temos dois universos 
— o que vem de fora e o que está dentro, se nos derem estímulo apropriado, 
aumentamos a nossa ocitocina, e já podemos comprar a tal marca. Apesar de 
haver mais exemplos sobre a influência de neuropectídeos, não me alongo mais. 

O que eu pretendo destacar é que temos relações autocrinas do núcleo 
hipocitoplasmático. Temos relações entre as células que são parácrinas, ou seja, 
são células juntas que se influenciam, e também temos muitas outras coisas em 
circulação que são produzidas por outras células, ou que são introduzidas na 
circulação vindas de fora, e que também têm funções epigenéticas. 

Tudo isto pode ter muita influência na educação, porque o cérebro é um 
dos sistemas mais complexos, senão o mais complexo de todos, em termos 
individuais, com as suas permanentes alterações. Igualmente, temos subsiste- 
mas, a economia é muito complexa, as sociedades são muito complexas, assim 
como o tráfico urbano. É interessante analisar as palavras epigenetics complexity 
and systems integration biology, que são uma espécie de guarda-chuva para expli- 
car os mecanismos do gene epigenético. A biologia de sistemas de integração é 
extraordinariamente adequada para explicar o cérebro, embora não totalmente, 
mas podemo-nos apoiar nela e influenciar a educação. 

Vou terminar a minha intervenção, com a terceira parte. Num artigo da 
Nature, de 23 de Outubro de 2008, é mencionado que há definições muito 
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disputadas, as piores são o shift de paradigma, a mudança de paradigma e a 
epigenética. Uso a definição do ANH, também de Outubro de 2008, em que 
a epigenética inclui, quer as características hereditárias, quer as características 
não hereditárias, que levam a modificações na actividade do gene, sem provocar 
alterações do gene, esclarecendo assim a enorme influência dos neuropeptídeos 
ou das hormonas. Por exemplo, uma criança que tenha um nível baixo na 
hormona tiroideia aprende mal. Uma das formas de lhe aumentar a eficiência é 
pôr os níveis de hormonas da tiroideia equilibrados. Conhecemos, hoje, razões 
biológicas de deficiente aprendizagem que podem ser corrigidas com hormonas 
ou com neuropeptídeos. Queria destacar o seguinte, por isso mencionei Adrian 
Berk, “epigenética” é uma palavra útil para quem não sabe o que é que acontece, 
se sabe, usa outra, e eu reconheço que estou a usar esta palavra de uma forma 
um pouco atrevida, é um understatement. 

Para concluir, os professores de Matemática e o Nuno Crato sabem bem 
que os resultados, na literacia em Matemática, colocavam Portugal no 27.º lugar 
entre 30 países, em 2007. E esta não era diferente das outras literacias e o resto, 
não era bom resultado, mas era assim. O António Ermirio de Moraes, na Folha 
de São Paulo, em 2006, no estudo do PISA, refere que entre 127 países o Brasil 
estava em último lugar, tanto em Matemática como em Ciências. Poder-se-ia 
pensar que há aqui uma semelhança, com base na ideia de que os Brasileiros são 
muito parecidos connosco geneticamente. Neste último resultado do PISA 
2007, entre países como Taiwan, Finlândia, Coreia do Sul, Hong Kong, Portu- 
gal aparece muito em baixo na lista de classificação, e perto dos Estados Unidos. 

É interessante analisar as nossas características genéticas em relação a 
outros países. Foi estudada, sobretudo pelo grupo de António Amorim e de 
Luísa Pereira, a evolução da população depois do último glaciar na Europa, há 
15 mil ou 17 mil anos, em que foram destruídas as populações da Dinamarca, 
Suécia, Noruega, e Finlândia. À sua repopulação foi feita a partir dos povos da 
Península Ibérica. É curioso verificar que, por exemplo, os Finlandeses vêm de 
nós, e, portanto, somos muito mais parecidos com os Finlandeses do que com 
os Brasileiros. Assustadoramente, somos praticamente iguais, embora haja 
diferenças geográficas, e isto aconteceu há 17 mil anos. Assim, a relação não 
pode ser uma relação genética, os cientistas sabem que a relação tem a ver com 
o treino. 

Os Estados Unidos têm os mesmos resultados que nós, um problema que 
foi discutido seriamente. Durante os próximos dois dias, também vai ser 
analisado por nós, por exemplo, com esta discussão do Discovery Learning versus 
Direct Instruction, muito simplificadora, como vamos ver, juntamente com os 
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especialistas aqui presentes. Os Estados Unidos gostavam de se aproximar da 
eficiéncia dos países asiáticos. Macau está em 8.° lugar no mesmo estudo de 
2007 do PISA. Portanto, é verdade que há qualquer coisa de diferente nos países 
asiáticos, e náo tenho dúvida nenhuma de que é sobretudo no sistema de ensino. 

Mas pego agora aos especialistas, aqui presentes, que náo deixem de con- 
siderar se haverá ou náo algo de genético por trás e até que ponto esse genético 
não é o resultado da interacção entre os genes e o ambiente. Portanto, a minha 
proposta é que a pós-genómica na educação pode ser resumida no sentido de 
aprendizagem no ensino play a major epigenic roule — já pedi desculpa pelo uso 
da palavra “epigenético” no tal conceito de Adrian Berk, daí o uso da world if 
you dont know whats going on. Não sei o que se passa, nem sou determinista 
genético, acredito na educação, no exemplo, na aprendizagem, no trabalho, 
trabalho, trabalho... Aquela ideia de que o cérebro funcionava por ondas 
eléctricas acabou, o cérebro são coisas químicas e, neste esquema, deve-se realçar 
a ideia de que o ambiente e o fenótipo são muito mais importantes que o genó- 
tipo. Dentro deste ambiente, resume-se por to learning teatching e instruction, 
que tem sido exemplar e é das coisas mais importantes que pode haver na 
educação, a questão do exemplo. O fenótipo, neste caso, serão as literacias — em 
vez de procurarmos os genes das nossas crianças, o que temos de fazer é ensiná- 
-las a aprender a ler, a aprender a escrever, a aprender a contar, sermos exem- 
plares. 
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O QUE FAZ UM BOM PROFESSOR DE MATEMÁTICA? 


SOME ASPECTS OF GOOD TEACHING 
AND WHAT CAN BE DONE TO FOSTER IT 


RICHARD ASKEY" 


First, a little about my background. I am a mathematician who taught in 
universities for over 45 years, including teaching prospective teachers, both 
primary and secondary ones. I have helped publishers with textbooks and 
worked with school students, but have not taught in schools. 


One of the main topics I want to focus on is what has been written to help 
teachers. This includes summaries of research, help in professional develop- 
ment, textbooks and the associated teachers guides. The examples which are 
given should not be thought of as exceptional, since many others could have 
been used to illustrate the points I want to make. 


Research — Appropriate Problems 


Teachers need to know how to ask good questions to help students learn 
and to help determine what they know. Consider the following problem from the 
US National Research Council book “How Students Learn — History, 
Mathematics, Science in the Class Room” [9]. In Chapter 7 on teaching the ratio- 
nal number system, the following problem dealing with proportions is given. 


“Interviewer — I have two pictures of rectangles here. 


6 cm ? cm 


8 cm 
12 cm 
Figura 1 


* Professor do Departamento de Matemática da University of Visconsin-Madison. 
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They are exactly the same shape, but one of them is bigger than the other. 
I made the second one bigger by taking a picture of the first one and then 
enlarging it just a bit. Some of the lengths are given, but one is not. Can you 
please tell me what you think the width is? 


Student — Well, if the first one is 8 cm and 6 cm, then the next one is 
12 cm and 10 cm. So in the bigger rectangle you have to subtract 2 from the 12. 
So that’s 10. So the width of the big rectangle is 10.” 


The author comments that the student has used an additive strategy, the 
difference of 2, rather than the correct multiplicative strategy. 


Let me suggest a different reading of this example. The student is in sixth 
grade, and so is unlikely to have solid knowledge of fractions. He was given this 
problem and does not see immediately how to solve it. What many students do 
in such circumstances is to try a strategy which they know how to do. Whether 
it is right or wrong does not seem to matter much. It is much easier to go from 
8 to 6 by subtracting 2 than it is to multiply by 6/8, especially if you are going 
to have to multiply 12 by 6/8. To see if the student has developed what is some- 
times called “proportional reasoning”, it would be better to start with a problem 
in which it is easy to do the calculations. Change the smaller rectangle to one 
which is 3 cm by 6 cm and see if the student says the missing side is 6 cm or 
9 cm. I strongly suspect that many more, but not all, will say 6 cm. 


6 cm 


12 cm 


Figura 2 


If the simpler problem is solved correctly, then it is appropriate to give the 
harder problem. If the mistake above is made, the student has a correctly solved 
problem to compare to see if the same method was used in both cases. The 
original problem had two aspects which the student had not learned well, simi- 
larity and fractions. If you want to understand how well a student understands 


28 


one new idea, start with problems where this idea is the only one which students 
will have serious trouble with. One moves gradually and eventually should get 
to problems which would have been impossible for almost all students at the 
start. In the simpler problem, it is possible to use an overhead projector to show 
that four of the smaller rectangles fill up the larger rectangle. 

There is a second point which teachers should be aware of. When dealing 
with some similar figures, such as the rectangles above, there are two different 
ratios which can be set up. The one the student started with compared the two 
sides of the smaller triangle and used this comparison to get the missing side of 
the second rectangle. Done as a ratio, with the missing side called x, this ratio is 


6/8 = x/12. 


It is also possible to compare the ratio of corresponding sides in the two 
rectangles, which leads to 


12/8 = x/6. 


The teacher should know that both of these methods are possible, and 
that for some problems which come later, one or the other will be the more 
natural way to set up a ratio problem. 

Until something has been learned so well that students can easily use their 
knowledge in situations in which they are not clued that this knowledge will be 
useful, they are likely to make mistakes, even with the same problem they solved 
correctly a little while before. This should be common knowledge to teachers, 
but it seemingly is not known by people who claim that once students learn to 
do a skill by hand, they can then use a calculator to do this from then on. See 
comments on the variability of solutions while learning a subject in an article 


by Daniel Willingham [13]. 


Professional Development — Case Studies 


In the United States many books have been written about case studies. 
These use summaries of lessons which have been taught. They are to be used 
either in preservice courses or, more likely, in professional development for 
in-service teachers. Here is a brief description of one case from [11, Chapter 8]. 

An eighth grade teacher is trying to prepare her students for a state test. 
This will include some algebra, so she feels a need to prepare her students for 
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some of the questions. She initially taught them how to multiply binomials. 
This lesson was only described briefly. The previous lesson had dealt with FOIL. 
I hope this term is unknown in Portugal, and my mentioning it does not lead 
to its use, since there is a lot wrong with it. Here is what it means. When multi- 
plying two binomial expressions such as: 


la + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd 


FOIL means to multiply the First terms in each factor, here ac, then the Outer 
terms, ad, then the Inner terms, bc, then the Last terms, bd, and then add them. 
FOIL is not fundamental, the distributive property is. 


alb +c) = ab + ac. 
It is also too special, since one wants to know how to multiply things like 
(1—x)(1+x+x2) = 1 - 56. 


The summary statement should be that you multiply every term in the 
first factor times every term in the second factor and add. This follows from the 
distributive property. 

The teacher starts the lesson expanding (2x + 1)(x + 3) using FOIL. She 
wants the students to develop conceptual understanding of the procedure so she 
introduces algebra tiles to work out the product 


(3x + 2)(2x — 1) = 6x? — 3x + 4x —-2= 6x2 + x —2 


with the class. 

Algebra tiles are rectangles with different colors on the two sides. 1 is 
represented by a small square, x2 by a larger square, and x by a rectangle whose 
sides are the lengths of the sides of the two squares. One side is red, and denotes 
1, x, x; the other side is black, and denotes -1, -x, -x2. The teacher then gave 
the students the following problems to do in groups. 


1. 2x(x — 1) 

2. (x + D(x + 2) 
3. (x — 2)(3x + 3) 
4. (x — 3)(x + 3) 

5. (2% + 2)(2% — 2) 
6. (x + 3)(x + 3) 
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What happened was predictable, the students were lost. The teacher 
helped some but after half of the class period she asked one member of the 
group which had done the most problems how they had gotten their answers. 
A student said by using FOIL first, and then fitting the tiles together by trial 
and error to make a rectangle. This is not what she had hoped for. 

What is important in terms using this material for professional develop- 
ment, say using Lesson Study [12] is what the authors wrote about the lesson. 
The focus of the book is how a lesson can be turned from one with high cogni- 
tive demands to one with much lower demands as a lesson proceeds. Here is 
part of the commentary. 


“Monique wants her students to build their understanding of algebraic opera- 
tions using algebra tiles. However, she succumbs to the pressure of an upcoming district 
test and tries to expedite the students’ learning process by showing them a shortcut algo- 
rithm (FOIL) for multiplying binomials prior to their experiences with the manipula- 

ee 
tives. 


Using FOIL was a mistake, but there were many others which were also 
important. The authors claimed that many students did not have prior expe- 
rience with an area model for multiplication and have difficulty understand- 
ing how the rectangles are relevant to solving the problems in the task. The 
claim that many students had no prior experience with an area model for 
multiplication is false. However, the problem the teacher did with algebra 
tiles, and four of the six problems students were asked to do, did not involve 
an area model for multiplication, but a signed area model. That is a different 
object at the level of these students. They may only have had experience using 
an area model when the sides were positive integers. The example worked in 
class was too complicated for the students to follow well enough to be able to 
use on their own. The choice of problems to give to the students was poor and 
the order was also poor. None of this was mentioned in the comments. One 
of the drawbacks of using algebra tiles is that they suggest to students that x 
is less than x2. 

The teacher tried to do too much in a single class period. Here is some of 
what students should know before multiplying two linear functions. They need 
to know the distributive property and know how it makes it possible to do 
multidigit multiplication. In addition to knowing it with numbers, they need 
the form given above: 


ab +c) = ab + ac. 
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This can be illustrated with a picture 


Figura 3 
The following form is also needed. 
alb — c) = ab — ac 
which follows from 
ab = alb —c + c) =a(b-c) + ac. 


The general form for multiplying two binomials can be illustrated with a 
picture. 


Figura 4 


Replacing a in expressions by 3x is something students should have 
learned. They need to know how to deal with negative numbers, which includes 
knowing that a — b is the same as a + (-b), and that (-a)(-b) = ab. 

All of this takes time. As is usual in case studies, little is written about 
what the students knew before the class. That is often needed to help one under- 
stand the lesson. 
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There is the following statement: “The content covered in the lesson 
presented in the case is the multiplication of monomials and binomials, a tradi- 
tional algebra topic related to factoring.” This is misleading. Multiplication is a 
direct operation, and factoring is an inverse operation. Inverse operations are 
almost always harder than direct operations, and that is the case for multiplica- 
tion and factoring. Yes, multiplication and factoring are related, but the way this 
is stated will mislead many teachers into thinking that they are of equal diffi- 
culty, which is not true. The notes continue with: “The Curriculum and 
Evaluation Standards for School Mathematics” [6] recommends a decreased 
emphasis on memorization of rules and procedures, in addition to a decreased 
emphasis on symbol manipulation in algebra. 


We now have a serious report from the US National Mathematics 
Advisory Panel on algebra and how to prepare students so they will be ready to 
learn it [7], [8]. Nothing is written there about a decreased emphasis on 
symbol manipulation, or other computational skills. Here is what is written in 
the Report of the Task Group on Conceptual Knowledge and Skills: “To prepare 
students for Algebra, the curriculum must simultaneously develop conceptual 
understanding, computational fluency, and problem-solving skills. These three 
aspects of learning are mutually reinforcing and should not be seen as com- 
peting for class time.” [8,3-xi]. In addition, at the last International Congress 
on Mathematics Education, ICME-XI, Michéle Artigue [1] spoke about work 
she and her group had done after observing teachers stressing concepts and 
neglecting technical work after technological tools for algebra appeared in the 
middle 1990s. They found that the conceptual work did not make the skills 
better nor did it lead to a better understanding of concepts. They concluded 
that technical skills were vital to related conceptual thinking. The strong 
connection between skills and concepts should have been obvious to anyone 
who has studied mathematics seriously, but unfortunately it was not for the 
writers of the NCTM Standards [6]. 

None of the comments I made were written by the authors. Their objec- 
tion to FOIL was that the teacher told students how to carry out a procedure 
before having them work with algebra tiles. This was said to get in the way of 
students understanding how the tiles work. The students would have been just 
as confused by the algebra tile lesson if nothing had been said about FOIL. 

The book [12] on lesson study has a number of articles which mention 
the importance of having a knowledgeable outsider involved. As the description 
of the lesson mentioned above shows, it is important to have an appropriate 
knowledgeable outsider involved. 
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Content though the years 


There are many other aspects of good teaching. One very important part 
of teaching mathematics is not only knowing the mathematics being taught, but 
knowing how it fits with what students have learned earlier and how it can help 
students learn later material. This is even more important for authors of text- 
books. Let me illustrate with an example which came up in a first year college 
class I taught a number of years ago. 

The class was first semester calculus. The sums of both a finite and an 
infinite geometric series were going to be used regularly; to differentiate and to 
integrate x” as well as other things. The class was a large one with many discus- 
sion sections taught by graduate students. The first meeting was on Tuesday 
when discussion sections met. I asked the teaching assistants to give the follow- 
ing problem. Change 0.454545... into a fraction. I expected something like 2/3 
of the students would be able to do this. In the lecture the next day I would 
build on how this could be done to show how to use essentially the same argu- 
ment to sum both a finite and an infinite geometric series. Unfortunately this 
plan failed, since only about 20% of the students had been able to change the 
repeating decimal into a fraction. It was worse than that. I asked one student 
who had been able to change 0.454545... into 45/99 how he found this. He 
said he took the repeating part and put it over the same number of nines as there 
are terms in the repeating part. I then asked him how to change 0.1454545... 
into a fraction. He said he had no idea. The next time I asked this question, 
I had students write out solutions in the lecture. Again, about 20% were able to 
get 45/99, but half of them did it with the pattern matching method. This 
surprised me since I could not imagine why this method would be taught. It is 
a dead end. However, since more than just a few students used it, it must be in 
some textbooks. Unfortunately, it is. 

Since some of what I just wrote may seem mysterious to some readers, 
here is a brief description of this subject. A rational number is a fraction of the 
form p/q where p and q are integers and q is not zero. In school mathematics, 
these are often referred to as fractions, as I did above. One example is 1/4 and 
another is 1/3. The first of these can be written as the decimal 0.25. When one 
tries to write the second as a decimal by division, one gets 0.333... and the 3s 
continue for ever. All rational numbers can be written as decimals, sometimes 
finite ones like 0.25, and sometimes ones which repeat, although they do not 
have to repeat initially such as 0.1666... with the 6s repeating, which is the 
decimal expansion of 1/6. To see that when a rational number is changed to a 
decimal, the resulting decimal is eventually repeating can be illustrated by 


34 


taking an example like 2/7 and work out its decimal expansion. When this 
is done, and I recommend doing it before reading further, the result is 
0.285714285... The reason for the repeating parts, which have started with the 
second 2, is the remainders, which occur when each step of the division is done. 
These are 6,4,5,1,3,2. In this case the 2 which occurs leads to a repeat of all of 
the divisions done so far. That always happens eventually. When p is divided by 
q, there can be at most q — J different remainders. 

One consequence of this result is that it leads to an easy way to produce 
a number which is not rational, i.e. an irrational number. Here is one example. 


0.12345678910111213... 


You just continue writing the positive integers in order. Clearly this never 
repeats. However, the inverse question is more important for school mathematics. 
Given a number whose decimal expansion eventually repeats, how do you show 
that it is the decimal expansion of a rational number? I have to admit that even 
this question is not that important for its own sake. What is important is how this 
is done. When it is done right, it leads to something which is important for many 
applications, including such things as how to finding the monthly payment on a 
loan when the interest rate and the length of time for the loan are given. 

Let us see how to go from a repeating decimal to a rational number by 
considering an example. If the repeating decimal is 0.434343..., call this 
number x, multiply it by 100 which forces the repeating part, 43, to occur in 
the same places as in x except for the first one. 


100 x = 43.434343... 
x = 0.434343... 
Subtract to get 99 x = 43 or x = 43/99. 


Notice that multiplying by the right number of 10s and then subtracting 
leads to a decimal which has at most a finite number of digits, even when the 
repeating decimal does not repeat from the start. 

What is a geometric series? To see, we can rewrite 0.434343... as 


43/100 + 43K 100)? + 43K 100)3 +... 
This is an example of a geometric series. The general geometric series is 


RE er Er A 
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Since the factor a can be added easily, it is usually taken to be / when the 
geometric series is described. We will do that. 

To adapt the method used for repeating decimals, one wants to move the 
term 7” to the next place, which can be done multiplying by r. Do this and then 
subtract the multiplied sum from the initial one and do a little algebra to get 


l+r+2+...+4%+... = 1/(1-7). 


This is just a formal argument and requires |r| < 1. The same argument 
works for a finite sum when ris not 1. Then a limit as the number of terms goes 
to infinity gives a full treatment of the infinite geometric series. One interesting 
special case of the finite sum version is the series 


Le2+ 22... +20=2%=1. 


This is the sum of the number of grains of rice asked for in the classic 
Indian story about the invention of chess. 

The report from the National Mathematics Advisory Panel, recom- 
mended that the sum of the finite geometric series be included in the first alge- 
bra course since it is both elementary and useful not only in mathematics but 
in natural science and social science.. See [7, pages 15-16] and [8, 3-8]. 

Here is how repeating decimals are treated in one of the US textbook 
series [2]. There is a brief mention of repeating decimals in grade 6, [3], with 
students who are 11 to 12 for the most part. No hand calculations were asked 
for so it unlikely many students would understand why the ratio of two positive 
integers either has a terminating decimal expansion or one which eventually 
repeats. When working with prospective primary school teachers, 1 would have 
them work out the decimal expansions of 1/7, 2/7,..., 6/7 to help them see why 
the decimal expansions all repeat and what connections there are between the 
digits which appear in the decimal expansions and the remainders. For some 
even this is not enough. For students, division by paper and pencil will be neces- 
sary for almost all of them to understand what is happening. I have looked in 
vain in the books in this program for a problem which students have been told 
to do the calculations by hand. That is how one gets remainders, and knowledge 
of them is what leads to understanding what is happening. 

Two years later repeating decimals come up again. This is in a booklet on 
the Pythagorean theorem. Here is the start of a section titled “Did You Know’, 


[4, p. 48]. 
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“Some decimals, such as 0.5 and 0.315, terminate. They have a limited number 
of digits. Other decimals, such as 0.3333... and 0.18181818... have a repeating pattern 
of digits that never ends. Terminating or repeating decimals are called rational numbers 
because they can be expressed as ratios of integers.” 


In fact, students are not likely to know this. This section introduces the 
words “irrational numbers” as follows: “Numbers with non-terminating and 
non-repeating decimal representations are called irrational numbers.” This is 
not how rational numbers should be defined. They are numbers which cannot 
be written as p/q when p and q are integers with q not zero. That is the next 
sentence in the book, but it should be the definition and comments about non- 
-terminating and non-repeating decimals mentioned as a simple way of showing 
that irrational numbers exist. 

The next paragraph states that V2 isan irrational number. That is hard 
to show when non-repeating infinite decimals is the definition of irrational 
number, but there is a very nice argument with the right definition, which could 
have been given but was not. An awkward version of the standard argument is 
given for teachers. Instead of observing that the prime factorization of a square 
has each prime raised to an even power, they use the fact that a square has an 
odd number of factors since any factor except the square root has a corre- 
sponding factor. For example, 16 has 2 and 8 as paired factors, but 4 is paired 
with 4 so it is only counted once. 

The section “Did You Know” ends with the statement: “An amazing fact 
about irrational numbers is that there is an infinite number of them between 
any two fractions.” This is not really amazing since once one has one irrational 
number, it is easy to construct an infinite number in any interval. For example, 
take the case when the left hand number used to define the interval is rational. 
If the irrational number is positive, just divide it by 1, 2, 3, ... and add these 
numbers to the rational number at the left hand side of the given interval. 
Eventually you will divide by a large enough number to be inside the interval, 
and all of the terms added after that will be in the interval. They are also irra- 
tional since the sum of a rational and an irrational number is irrational. 

To suggest that V2 is irrational students are asked to use their calculators 
to show that simple approximations tov 2 are not this square root. For exam- 
ple, (1.4)? = 1.96, etc. In the teacher’s guide it is even suggested that students 
use the square root key and then square the number to see that they do not get 
2. One trouble with this is that if the calculator on Google is used, 
(1.41421357)? = 2. It is easy to see that this is not correct since the last digit 
when the multiplication is done is 9 rather than 0. This does not show that V2 
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is irrational, but strongly suggests it. It involves some mathematical reasoning, 
and reasoning is vital. It also involves knowledge of place value and skill to use 
it, which is important. 

Later in this unit there are some problems dealing with the problem of 
how to go from a repeating decimal to a rational number. The first method is 
motivated by asking students to fill in a table with the decimal representations 
of 1/9, 2/9, ..., 8/9. The next problem asks students to explore decimal repre- 
sentations of fractions with a denominator of 99, looking at fractions less than 
1, such as 1/99, 2/99, 3/99, ... All of this is very likely to be started with calcu- 
lators and continued by pattern matching. The next problem extends this to 
fractions with denominator of 999. Then students are asked to find fractions 
equivalent to six decimals, including 0.454545..., 0.0450450..., and 3.9999... 
I hope most of you are very surprised to see this last problem. More will be writ- 
ten about it later. 

Notice, the method students are expected to develop is the dead end 
method described earlier. Two pages later they introduce another method to 
change a repeating decimal to a rational number. Here is what is written. 


“You can use algebra to help you write a repeating decimal as a fraction. For 
example, suppose you want to write 0.12121212... as a fraction. 


Let x = 0.12121212... Multiply both sides by 100. 
100 x = 12.12121212... Subtract the first equation from the second. 
SS 022212; 
MoR 


Divide both sides of the resulting equation by 99 to get x = 12/99. 
00 12121212 12/29 


The key to this method is to multiply each side of the original equation by a 
power of 10 (such as 10, 100, 1,000) that shifts one group of repeating digits to the left 
of the decimal point. In the example above, multiplying by 100 shifted one ‘12’ to the 
left of the decimal point.” 


This was fine up to the point when “The key” is mentioned. Then it is not. 
What should have been written is what was written earlier, you want to move the 
repeating parts to the location of other repeating parts so that when you subtract 
only a finite number of digits remain. When the suggestion from the textbook 
is followed for x = 0.123232323... with 23 used as the repeating part, then 
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1000 x = 123.232323... and the subtraction gives 999 x = 123.1090909... This 
is correct, but useless. As was written earlier, the right reason for multiplying by 
100 is to match up the repeating parts. The decimal point has nothing to do 
with why this works. 

Experience teaching mathematics should alert one to the fact that it is 
easier to teach something to students who have not learned a poor way to doa 
special case than to teach it to someone who has learned the special case in the 
right way and even to students who have not learned the special case but other- 
wise have a similar background. It is hard to unteach something students think 
they know when you want to teach them another way which will work in other 
settings. 

To return to the problem of changing 3.9999... to a rational number, this 
is equivalent to changing 0.9999... to a rational number. Try asking a class of 
prospective teachers if 0.9999... is less than 1 or not. If they say either yes or no, 
ask why. Once you have done this you will know why asking the question about 
3.9999... without giving teachers a lot of information is a terrible idea. The only 
help given in the teachers guide is that the answer is 3 9/9 or 4. 

I could have written about some other topics in this set of books. I picked 
this topic since I sent most of the comments above to the senior author in 2000 
and again in 2002. One would like to think that constructive comments would 
lead to appropriate changes. Unfortunately, there were essentially no changes in 
the way this topic was treated in the first edition in 1998 and the second edition 
in 2006. 

This series of books, Connected Mathematics Project, was field tested 
before both editions were printed, and used by many schools and districts. One 
would hope that errors would be caught by some teachers and pointed out to the 
authors or the publisher. In his Presidential Address to the American Educational 
Research Association [10], Lee Shulman suggested that content was the forgot- 
ten part of education. He was writing about knowledge teachers were expected 
to know as judged by examinations for teachers, but it was relevant elsewhere. 
Thanks partly to an important book by Liping Ma [5], things have changed a 
bit in the more than 20 years since Shulman gave this address, but not enough. 
Making sure that mathematics is correct is seen as important, but seemingly not 
as important as it should be. This was pointed out in [8, 7-1]. 
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THREE PRINCIPLES IN THE TEACHING OF MATHEMATICS 
AND WHAT HAPPENS WHEN THEY ARE CIRCUMVENTED 


RON AHARONI* 


Chapter 1: Three Principles 


Why is Math Difficult? 


Carl Friedrich Gauss (1777-1855), one of the greatest mathematicians of 
all times, was once asked how he thinks about his problems. His terse reply was 
“concretely, and systematically”. 

From elementary school and up through high school, mathematics is the 
hardest subject. There are two reasons for this: its abstractness, and its layered 
structure. Missing a “layer”, or stage, makes it hard to construct the next layers. 
Each of these two problems has its own remedy. To cope with abstractness one 
has to study concretely, while in order to cope with the complexity one has to 
study systematically, namely with no skips and no shortcuts. But lo and behold 
— these are precisely Gausss two principles! They apply not only to research, but 
also to mathematical education. The teaching of mathematics (and teaching in 
general) should be systematic and concrete. 

No less important is a third principle: the use of words. Concepts and 
principles should be formulated precisely and explicitly. My aim in this article 
is to discuss these three principles and their offshoots. I shall also describe what 
happened in the history of mathematical education when these principles were 
ignored. 


Learning through the Concrete 


In the eyes of the general public, mathematicians soar in a stratosphere of 
abstractions. Gauss testifies that this is not the case: mathematicians think 
concretely. Every mathematician knows that a good handle on a problem is 
achieved once he can study a good example. 

This is even truer for elementary school students. They must start with 
the concrete. They should learn the concept of the number through repeated 
counting. Their desks must be loaded with of all sorts of objects for counting 
— buttons, pebbles, Popsicle sticks, bottle caps, matches. The arithmetic operations 
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should be exemplified with objects: When a student calculates 2 + 3, he should 
join together 2 bottle caps and 3 bottle caps. When he learns 12:3 he 
should divide 12 bottle caps into 3 equal groups. The decimal system should 
be learned by grouping objects into tens, and then grouping tens into hundreds, 
again and again, until the student feels he has had enough. 

“Concreteness” has two meanings: working with objects and thinking in 
examples. Abstractions are built one on top of another. There are first order 
abstractions, second order abstractions, and so forth. For example, the operation 
“2 + 3” is a first order abstraction: from adding 3 apples to 2 apples, 3 stones to 
2 stones, etc., we generalize to pure numbers, without denomination. The laws 
of the operations, like commutativity, are second order abstractions. The fact 
that for every two numbers a and b there holds a + 6 = 6 + a is a generalization 
of 2+3=3+2, 4+7=7 + 4, etc. Accordingly, there are also different mean- 
ings to “going to the concrete”. When a child learns the operation 2 + 3, he 
must work with objects. The law of commutativity must be learned through 
examples, such as 4 + 7 = 7 + 4. It is possible to go down two levels of abstrac- 
tion: by looking at examples, and at the same time using objects. For example, 
in order to illustrate the commutativity of addition, I hold two Popsicle sticks 
in my right hand; and three Popsicle sticks in my left hand. I ask the children: 
“What operation do we have here?” They answer: “2 + 3” (they see the 2 sticks 
on the left and the 3 sticks on the right). Now, I cross my hands over one 
another — “and now?” “Right: 3 + 2”. 


Systematic teaching 


Imagine a bricklayer who doesnt prepare his bricks in advance, but makes 
them each separately, as he lays them. Non-efficient? Of course. But this often 
happens in the teaching of mathematics (where there are a lot of bricks). When 
a lesson is not well prepared, the teacher may find that a necessary stage is miss- 
ing. Seemingly, there is no problem — just go back to that stage and teach it. In 
practice, the outcome is confusion. The logical train of thought has been 
broken, and it is difficult to pick it up again. The students are forced to keep 
track of two trains of thought at the same time. 

Often something far worse happens: The teacher thinks that some ideas 
are self evident, and that he does not need to state them explicitly. The rule, at 
least in elementary school, is that nothing should be regarded as self evident. 
The message “You should have known this simple fact” makes the student feel 


guilty for not understanding. Guilty, and stupid. 
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Prepare your bricks ahead of time, and beware of ideas that look too 
simple to mention. In elementary mathematics, more than in higher mathe- 
matics, some of the most basic ideas are subtle and easy to miss. 


Words 


I came to elementary school “from above”, not rising through the ranks. 
This experience is shared by many. Most teachers of this type embrace two 
slogans: intuition and concrete experimentation. I was no exception. Formal 
definitions, I believed, were meant for adults only. Very quickly, my failures 
taught me that exactly the opposite is true. Children, even more than adults, 
need clear and precise formulations, and children with learning difficulties even 
more so. Words are the handholds to thinking — and it is the weak students 
who need them the most. 

Words are the secret of human thought. They are largely responsible for 
mankind’s exceptional success in the struggle for survival. They are the mortar 
that binds ideas together, allowing the building of each ¡ayer atop its predeces- 
sor. Words enable communication with both others and oneself. In mathe- 
matical education, this implies that principles should be formulated in an accu- 
rate and clear manner. On the other hand, these should not be handed down 
from on high. Students need to reach them on their own, guided by the teacher. 
Precise formulations and class discussion of the formulations can save a lot of 


dry drilling. 


Chapter 2: Three Revolutions 


Three revolutions have taken place in mathematical education over the 
past 50 years. Interestingly enough, each chose to discard one of the above- 
-mentioned principles. As surprising as this may seem, it is no coincidence. I will 
provide an explanation below, but first le me describe the revolutions. 

The revolution that skipped the first principle — that of teaching through 
the concrete — was called the “New Mathematics”. It began at the end of the 
1950s, and continued on through the 1960s. In 1957, the Russians sent 
“Sputnik” — the first satellite -- into space. Those were the days of the Cold War, 
and America panicked — the Russians were winning the scientific race. 
Mathematicians joined educators to reverse the trend, by turning the children 
of America into little scientists. This meant starting, from the outset, with 
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abstractions. First-graders learned advanced mathematical subjects, such as set 
theory and geometric transformations (unfortunately, geometric transforma- 
tions still exist in the current Israeli curriculum, as an archaic relic of the New 
Math). Failure wasnt a long time coming, and by the mid-70s they became so 
obvious, that the revolution was promptly abandoned. 

While leaving the stage in the United States, the “New Math” was vigor- 
ously exported to other countries, by way of proud PhD graduates returning 
from the US, bringing gospel back to their own countries. Probably nowhere in 
the world were the results so extreme as in Israel. In no time at all the entire 
country was following an educational approach known as “structural teaching”, 
referred to by the general public as the “rods method” because of the massive 
use of the Cuisenaire rods. The idea was to replace the direct teaching of 
concepts by the use of models invented by the textbook authors. 

Second to follow was the “investigation” approach of the 80s and the 90s. 
The motto of this revolution was “Self-discovery”. The child should discover the 
secrets of mathematics on his own, through inquiry. The idea that the student is 
not a receptacle into which facts are poured; that an elementary school lesson is not 
a lecture; and that the child is supposed to experience and experiment indepen- 
dently, is obviously correct (and known to all teachers). However, the main result 
of the investigation (or, in another name, “constructivist”) revolution was the 
renouncing of systematic learning. Instead, random and disorganized activities were 
employed. Today we learn subtraction, tomorrow division. The inevitable failure 
led to the famous “Math Wars” of the mid-90s, when American mathematicians 
and parents set out to protest against the new approach. Once again, this didnt 
prevent educators from other countries from bringing the revolution back home. 

Alongside these two revolutions, quietly and facing hardly any opposi- 
tion, a third revolution took place, far more significant than the other two. Its 
main manifestation was a change in the way children were seated in the class- 
room. From sitting in rows, facing the teacher, the class setting changed to 
sitting in groups, many children sitting with their backs to the teacher. This had 
deep implications, the main one being a change in the lessons structure. 
Teachers no longer led the class, but rather conducted private lessons with each 
student, on a one-to-one basis. Each student progressed at his own pace. In 
another version, the children worked in groups — in my experience a fictitious 
idea, since I have rarely witnessed truly fruitful group work in the lower classes. 
The new motto was “the student at the center”, but the real outcome was: “the 
teacher pushed aside”. The status of the teacher in class changed from leader to 
accompanier. Furthermore, a more covert change took place, related to class 
discussion. When each student works on a different subject, there can be no 
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common discussion. Thirty children generate more formulations, and examine 
things from more points of view, than a single child. In the new seating there 
is less conversation, and more drilling. Thus the third revolution meant forfeiting 
the third teaching principle: verbal discussion. 


Why did it all happen? 


What is the longest distance between two points? 
A shortcut 


How did this happen? How could educators renounce the most basic 
principles of teaching? The key word here is “shortcuts”. Time and again 
throughout the history of education, educators have invented effort-saving 
shortcuts for their students. The best known of these was the “whole words” (or 
“global reading”) revolution that occurred in the teaching of reading. Trying to 
save the students the trouble of learning the connection between letters and 
sounds, educators switched to reading whole words. Of course, the result was 
the precise opposite of saving effort. Learning to identify one word, or even 
several words, by their patterns, may be easy. But a sweeping adoption of the 
“global reading” method means having to learn hundreds of words, each one 
separately, instead of learning one principle. 

Similarly, the “New Math” attempted to economize by skipping over the 
stage of concrete experience. The investigation approach, on the other hand, par- 
ted with systematic learning. The claim was that it is both possible and permissible 
to skip intermediary steps and go straight to “higher order thinking”, as it was 
called. Last in line was the attempt to save students the effort of learning “difficult” 
concepts and words. Words like “multiplier” and “multiplicand” are left undefined. 
The truth is that children like words and need them. It is living without labels for 
objects which is truly difficult. In Mathematics, as in life, there is no free lunch. 


Chapter 3: Sub-Principles 
Stating the Obvious 
This is a chapter of examples, breaking down the general principles into 


more specific rules. Let me start with the principle of precise formulations, and 
with one concrete conclusion of it: that even the obvious should be spelled out 
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explicitly. For example, before teaching 64 — 52 (this relates to first or second 
grade), I ask the students: if you had 6 apples, and you gave 5 to your friend, 
how many do you have left? What is the exercise? (of course, 6-5). Now, if you 
have 6 apples and 4 bananas, and you give 5 apples and 2 bananas, what have 
you got left? We then discuss explicitly the fact that subtracting should be done 
separately for each type of fruit. Then we go on to tens and ones: I ask a student 
to hold 6 groups of tens, and 4 ones (say, tens and ones of popsicle sticks) and 
we subtract 5 tens and 2 ones? It is like with the apples and with the bananas, 
isnt 1t? (we then keep calling the tens “apples” and the ones “bananas”, to the 
joy of the class). The principle that subtracting is done separately for each type 
is usually considered too simpie to be stated. It is not. Not skipping it is what 
“graded teaching” is about, 

Here is another example, the law of distributivity. This law is about “boxes”. 
If you have 3 “boxes”, each containing a banana and an orange, then you have 
3 oranges and 3 bananas. The mathematical sign for the box is parenthesis: 


3 x (banana + orange) = 3 x banana + 3 x orange 


Of course, instead of bananas and oranges we can have anything, like 
numbers: 


3x(4+7)=3x4+3x7 


This is well known. Less known is the case where the multiplier is not a 
number, but rather an object. This rule, too, should be stated explicitly: 


(2 + 3) x apple = 2 x apple + 3 x apple 
What is written here is nothing but: 2 apples plus 3 apples equals 5 apples. 
Linking this well known fact to distributivity teaches yet another important 


principle: that it is possible to multiply by apples. Two apples are 2 multiplied 
by an apple, a fact that is often known to students, but only dimly. 


Example: What is Algebra? 
When I visit Junior High schools, I like to challenge the students by 
asking what is algebra. They may have already studied algebra for two or three 


years, and have done hundreds of exercises, but they usually have trouble 
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answering my question. They mumble something about x -es: Algebra, they say, 
is about x -es. Apparently, nobody ever took the trouble to discuss the defini- 
tion with them. The answer, as far as high school algebra goes, is simple: Algebra 
is calling numbers by names. In other words, it speaks about numbers 
abstractly (higher algebra goes one step further, and speaks abstractly also about 
operations and the sets of objects between which the operation is performed, 
but of course I don’t go into this) “x” is nothing more than a name given to a 
number. In order to give an example, I began the discussion in one class by writ- 
ing a sequence of pairs of equalities on the board: 


10x 10 =100 9 x 11 = 99 
8x8 = 64 7 x9 = 63 
5x5 = 25 4 x G = 24 


Most of the kids understood. Give me another example of this type, 
I requested (a teaching rule: in order to really understand, one must give 
one's own examples). They easily followed suit: 6 x 6 = 36,5 x 7 = 35. Can you 
give me a simpler example — the simplest you can think of? (Look for the 
simplest possible example). Yes. 1x 1 = 1,0 x 2 = 0. 

Can you tell me the rule? Yes, they said. On the left, in every pair there is 
a number multiplied by itself. On the right hand, the same number minus 1 is 
multiplied by the same number plus 1. And the result on the right is one less 
than the one on the left. 

I dont really understand, I told them. Can you explain it in an easier way? 
They suggested: “a number times itself = the same number minus 1 times the 
number plus 1, plus another 1”. That’s right, I said. But it’s still hard to follow. 
In order to follow a story, you need to call the heroes by their names. Let’s give 
the number a name, say “Johnny”. What you said is then: 


Johnny times Johnny = Johnny minus 1) times Johnny plus 1) plus 1. 


That's better! But in math we like to make things short. “Mathematics is 
for the lazy”, said the mathematician George Pólya. It’s best to choose a shorter 
name, and if possible — make it universal, rather than English — after all, 
mathematics is shared by all people and all nations. Therefore, Latin letters were 
chosen to represent numbers. Let's call the number 4, for example. We can then 
write our rule as: 


axa=la=1) xz Fl 
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This is easier to follow. What is represented by the letter? Any number, 
the students answered. One of the goals of assigning letters as names of numbers 
is to talk about “a general number”, similar to saying “John Doe” when we want 
to talk about a generic person. In this role, we call the letter “a variable”. 

This discussion — and subsequent discussions about the other use of 
letters (to designate unknowns, namely numbers that are specific, and yet not 
known to us at the moment of writing) — should be conducted right at the start 
of the teaching of algebra. Unfortunately, in reality these discussions never take 
place. Many children dont discern between variables and unknowns, even at the 


end of high school. 


Meaning before Calculations 


What is learned in arithmetic in elementary school? The answer is surpris- 
ingly simple: the four operations. But this seeming simplicity is misleading, 
because the operations have two sides: meaning and calculation. The meaning 
says when to use the operation; that is, to which situation in reality the opera- 
tion applies. Calculations are carried out in the decimal system. Therefore, 
calculating an operation doesnt mean getting to the result, but finding its deci- 
mal representation by the decimal representation of its components. 
Summarizing, elementary school arithmetic consists of the study of the mean- 
ing of the four operations, and the decimal system. 

Meaning, then, precedes calculation, and should be learned thoroughly. In 
the lower grades, this is done in three steps: mathematical play acting, mathe- 
matical drawings, and mathematical stories. At the first stage, the operations 
are demonstrated (preferably by students instructed how to do so) in a common 
activity of all class. This is the “play acting”. At the second stage, students sketch 
mathematical drawings in their notebooks, on the blackboard, or on their indi- 
vidual boards. The operation 2 times 3, for example, is described by drawing two 
groups, each containing 3 objects. Three multiplied by 2 is represented by drawing 
3 groups, each containing 2 objects. The final, more abstract, stage is mathe- 
matical stories. For example, a story exemplifying 12:3 is: “I had 12 apples. I divi- 
ded them equally among 3 friends. How many apples did each friend get?” 
Of course, the students are supposed to make up their own stories. 


Subtleties of Meaning 


An operation may have more than one meaning. For example, the exer- 
cise 7-5 can refer to removal: (“I had 7 strawberries, and ate 5. How many do I 
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have left?”). It can also refer to “whole-part” subtraction (“There are seven chil- 
dren in a room. Five of them are boys. How many are girls?”). It can also signify 
comparison: (“Dick has 7 apples; Jane has 5. How many more apples does Dick 
have, as compared to Jane?”). 

Learning these subtleties of meaning deepens understanding, and 
provides an opportunity for discussion. Teaching a child to discern subtleties is 


a gift for life. 


Ask Me an Easier Question 


My young daughter taught me a basic teaching principle. When I ask her 
a question and she doesnt know the answer, she says: “Ask me an easier ques- 
tion.” She is not trying to evade the original question. She is asking me to 
provide her with a rung in the ladder. If a child has difficulty with 24 times 3, 
break the question down — first ask him how much is 20 times 3. Here is a little 
more refined example. Students usually have difficulty dividing 2 objects (let’s 
say, two rectangles) into 3 equal parts. I go back one step: Can you divide a 
banana and an orange among 3 children? Now that the objects are different, the 
answer is obvious. Divide the banana into three parts; and the orange into 3 
parts, each separately. Going back to the rectangles, the children now know: 
divide each rectangle separately into 3 parts; each child gets one-third of each 


rectangle. Together, each child receives 2. of a rectangle. This, by the way, is 


the reason why 2 : 3 = = — another principle that students have a hazy under- 


standing of and which is important to state explicitly. 


Chapter 4: “What” before “How” 


There is really a fourth principle: that in order to teach mathematics, one 
has to know the relevant mathematical principles. This may look too self 
evident to require mention, but in fact it is rarely fulfilled. I don't only mean the 
teachers — even the authors of textbooks are often ignorant of important prin- 
ciples, which are essential to correct teaching. The source of the difficulty has 
already been mentioned: that the principles of elementary mathematics are 
often subtle and hidden. 

Here is a classical example. Fractions are not that far removed from division, 
and yet they are considered to be much harder. Why is this so? One problem is 
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that the connection with division is not clear to the students. Division is one 
thing, fractions another. The reason for this is that fractions are first taught, all 
over the world, as parts of shapes or objects (what is a third of a circle?), while 
division is applied to numbers (what is 12:3?). This means that for a long time 
the student is not taught the connection between fractions and division, and by 
the time he comes to taking a third of 12 apples, he does not understand the 
connection to the third of the circle that he learnt for so long. 

Why dont the textbooks teach the division of shapes and objects, and why 
dont they teach fractions of numbers, from the start? This is really a twofold ques- 
tion, with two distinct answers. The answer to the first question is simple: divi- 
sion of shapes and objects is not taught because the same is true for multiplica- 
tion. The student is never taught what is “3 multiplied by a square” (which is, of 
course, 3 squares) or “4 multiplied by an apple” (which is 4 apples). And since 
division goes hand in hand with multiplication, this radiates also to division. The 
reason that fractions are taken for a long time only of shapes and objects is that it 
is assumed that understanding that the “whole” can be a group is too abstract for 
a child. But this is wrong: he already understood it in multiplication (3 times 4 is 
really repeating 3 times a unit, where the unit consists of 4 objects), in division 
(the same idea), and mainly in the decimal system, where “3 tens” means repeat- 
ing 3 times a “whole” consisting of 10 objects gathered together. 


Chapter 5: The Role of Textbooks 


I want to conclude with a sensitive subject — the role of textbooks in the 
teaching of mathematics. Educators often express the view that books are not 
that important, what matters is only the quality of the teachers. A good teacher 
will surmount the difficulties posed by a bad book, while a bad teacher will not 
know how to take advantage of the qualities of a good textbook. In my opin- 
ion, this is simply a way to dodge responsibility. The quality of the textbooks is 
no less important than the quality of the teachers, for two reasons. First, the 
textbooks determine whether the subjects will be studied in an organized 
manner, or if there will be digressions to peripheral subjects. Second, as Liping 
Ma poins out in “Knowing and teaching elementary mathematics” the main 
person who learns from the book is the teacher. Students will study the book 
once; the teacher uses the book over and over again, and absorbs its messages. 
Given a good book, the teacher will develop understanding over the years. Given 
an inferior book and being told not to teach, but rather to babysit the students 
as they go through their exercise books, a teacher will never develop. 


50 


Of the three principles I mentioned in this paper — concreteness, being 
systematic and explicit formulations, the textbook is responsible for the last two. 
The teacher should (and usually does) see to it that the children experience the 
concepts concretely. It is the duty of the textbook to take care of the order the 
material is presented, to make sure that no essential stage is missed, and to use 
precise formulations. Teachers do not possess the appropriate mathematical 
tools, nor do they have the time to find out the right order of laying the concep- 
tual bricks. Therefore, it is the textbook that should do it. 

Unfortunately, many authors of textbooks regard their duty as providing 
creative and enjoyable activities (course, a good idea in itself). Others are sure 
that their role is to provide models that will replace direct experience. A change 
in the direction of simple and straightforward textbooks is easier to perform 
than any other type of reform, and can have far-reaching benefits. 


Acknowledgement: I am grateful to Alexander Givental and Richard 
Askey for helpful comments. 
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MESA-REDONDA 
ALGUNS DILEMAS NO ENSINO ELEMENTAR 
DA MATEMÁTICA: ACTIVIDADES EXPLORATÓRIAS 


OU ENSINO ESTRUTURADO, RIGOR OU INTUICAO, 
AVALIACAO EXTERNA OU AUTO-AVALIACAO? 


Moderador: 


Pedro J. Freitas 





PEDRO JARRETIASS 


Boa tarde a todos. Já estamos um pouco atrasados, de modo que julgo 
que é altura para darmos início 4 nossa última actividade do dia de hoje que 
é uma mesa redonda; esta tem um tema que vem no seguimento de todas as 
intervenções que já ouvimos hoje. O tema é: 


“Alguns dilemas no Ensino Elementar da Matemática: Actividades Exploratórias 
ou Ensino Estruturado, Rigor ou Intuição, Avaliação Externa ou Auto-Avaliação.” 


Queria então dar as boas vindas a todo o público em geral e em particular 
aos nossos participantes nesta mesa redonda: Filipe Oliveira, Professor no 
Departamento de Matemática da Universidade Nova de Lisboa, e Vice-Pre- 
sidente da SPM; Luísa Araújo, Professora no Instituto Superior de Educação e 
Ciências de Lisboa, com investigação em desenvolvimento curricular e avalia- 
ção; José Paulo Viana, Professor de Matemática na Escola Secundária Virgílio 
Ferreira também em Lisboa, e divulgador também em matemática e autor da 
secção semanal “Desafios”, no jornal Público; e, finalmente, mais à minha 
esquerda —, já foi apresentado, uma vez que já participou na mesa redonda desta 
manhã —, Pedro Rosário, Professor no Departamento de Psicologia da Uni- 
versidade do Minho e estudioso de assuntos cognitivos ou emocionais e estraté- 
gias de auto-regulação de aprendizagem. Então, numa primeira fase, tal como foi 
feito nas outras mesas redondas, gostaria de dar a palavra aos quatro interve- 
nientes para fazerem uma intervenção inicial sobre este tema, que é, volto a dizer, 


“Alguns dilemas no Ensino Elementar da Matemática: Actividades Exploratórias 
ou Ensino Estruturado, Rigor ou Intuição, Avaliação Externa ou Auto-Avaliação”. 


Após as primeiras intervenções, abrir-se-á o debate ao público que poderá 
fazer algumas perguntas, talvez também como no modelo anterior, às três de 
cada vez, às quais o painel responderá. Vou aproveitar a ordem pela qual as 
pessoas estão sentadas e vou dar a palavra ao Filipe, em primeiro lugar. 


* Professor do Departamento de Matemática da Faculdade de Ciência da Universidade 


de Lisboa. 
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“A INTUICAO TEM SEMPRE DE SER VERIFICADA PELO RIGOR” 
FILIPE OLIVEIRAS 


Antes de mais agradeço o convite que me foi feito para aqui estar presente. 
Para iniciar esta minha intervenção, pegaria no tema “Rigor versus intuição”. 
Rigor e intuição são, à partida, dois conceitos que tenho muita dificuldade de 
ver em oposição. 

De facto, qualquer matemático vos dirá que sem intuição não há Mate- 
mática. Sem intuição não podemos abordar um problema novo. Não consegui- 
mos fazer absolutamente nada. À intuição é o que nos permite vislumbrar 
estruturas ainda desconhecidas, percebê-las de maneira, digamos, muito subjec- 
tiva, muito etérea, muito pouco concretizada. É um vislumbre mental de Terra 
Incógnita. E é a partir dessas ideias originais proporcionadas pela intuição que 
podemos avançar com instrumentos mais rigorosos e mais pesados para perce- 
ber, compreender ou mesmo resolver um problema em Matemática. Á intuição 
é um instrumento de trabalho indispensável para matemáticos, mas também 
para alunos em fase de aprendizagem. Se não tivermos a intuição dos conceitos 
não os compreenderemos. 

Mas o que é interessante é que há aqui um pequeno paradoxo: também 
qualquer matemático vos dirá que quando ataca, quando aborda um problema 
novo, as primeiras intuições que tem sobre esse problema estão muito fre- 
quentemente erradas. Ou seja: começamos por imaginar um problema na nossa 
cabeça, pensamos “isto deve funcionar assim”, e no momento em que vamos 
escrever os argumentos, ao escrevê-los rigorosamente, deparamo-nos com contra- 
riedades e dificuldades que não tínhamos equacionado inicialmente na nossa 
construção intuitiva. E a Matemática tem destas coisas: um pequeno detalhe que 
falha pode encerrar em si toda a complexidade do problema original. O problema 
inicial foi transportado para aquele pequeno passo. Não o conseguir resolver 
equivale a não ter conseguido fazer absolutamente nada. Este fenómeno é muito 
comum: pensamos que só falta um detalhe e, quando começamos a analisá-lo, 
apercebemo-nos de que esse detalhe é equivalente a todo o problema inicial. 
Fazer investigação é de facto muito frustrante, isto acontece muitas vezes! 

E não só acontece muitas vezes como acontece a todos. Gostaria de vos 
contar uma pequena história. Em meados dos anos noventa, quando eu estava 


* Professor do Departamento de Matemática da Faculdade de Ciências e Tecnologia da 


Universidade Nova de Lisboa. 
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na fase final da licenciatura, tive a sorte de ter numa disciplina chamada 
Topologia Algébrica o professor Jean-Christophe Yoccoz, precisamente no ano em 
que ganhou a medalha Fields. Naturalmente, todos nós no fim da aula 
gostávamos de ir falar com ele, de lhe mostrar os nossos problemas. Naquela 
altura ele era realmente uma estrela, e como pessoa cordata e de fácil trato que 
é, ficava muitas vezes connosco. Acendia um cigarro (neste tempo ainda se 
fumava nos anfiteatros) e ouvia os nossos problemas. Em geral aproveitávamos 
para lhe mostrar os problemas mais difíceis, aqueles que nos resistiam 
implacavelmente há mais tempo. Ele ouvia, ficava calado, sem exagero, uns 
trinta segundos, e de seguida começava a elaborar impecavelmente no quadro 
várias possibilidades de resolução. Nós ficávamos fascinados, não percebíamos 
como isto podia ser. Até que um dia, a meio de uma argumentação, hesitou, 
recuou e por fim disse algo como: “Desculpem, isto não funciona como eu estava 
a pensar.” Ficámos perplexos face a esta aparente quebra de um mito. Ele notou 
a nossa confusão e disse com ironia: “Meus caros, não sei se estão a par, mas até 
eu tenho de pensar! Vocês é que não me conhecem, mas a grande maioria das 
primeiras ideias que tenho estão quase sempre erradas!” Até um dos maiores 
matemáticos do século XX, se se ficar pela intuição, faz afirmações erradas. O que 
dizer dos restantes mortais? 

Penso que é este o contexto correcto para se tratar da problemática “rigor 
versus intuição”. É que nós não podemos ficar pelo estado da intuição, apesar 
de ser necessário tê-la. A intuição tem de ser sempre verificada pelo rigor, porque, 
por mais que não seja, a intuição em si é algo de muito falho. 

É esta deficiência que eu mais noto nos meus alunos que chegam pela 
primeira vez à Universidade. E é talvez a maior crítica que eu faria à maneira 
como se ensina hoje Matemática no ensino básico e secundário. Gostaria antes 
de mais de me distanciar do paradigma do professor universitário que atribui a 
culpa aos professores do secundário. Não, não é nada disso. O que aqui vou 
criticar — e espero que se trate de críticas construtivas — é o programa, o 
currículo, algumas orientações pedagógicas que estão na moda e os exames de 
avaliação, mas não são os professores que estão em causa. Na realidade eles 
encontram-se muitas vezes literalmente espartilhados por todos estes elementos. 
Posto isto, eis o que gostaria de dizer: As definições rigorosas são o ponto inicial 
da Matemática. Nós sem definições para os objectos não conseguimos 
raciocinar. É impossível executar um raciocínio hipotético-dedutivo por cima de 
objectos que só estão definidos de maneira intuitiva. Portanto, se todas as 
noções são ensinadas intuitivamente, o que nós estamos realmente a fazer é 
impedir que os alunos possam fazer Matemática: não poderão correlacionar 
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objectos e provar teoremas e aperceber-se das propriedades que os objectos tém. 
Isto acontece mais ou menos com frequéncia. Eu dou-vos um exemplo muito 
simples: a noção de convergência de uma sucessão. É muito curioso, porque eu 
tenho alguns anfiteatros com bons alunos, que terminaram o ensino secundário 
com médias não inferiores a quinze valores, que conseguiram ingressar em cursos 
de Engenharia numa instituição prestigiada como é a Faculdade de Ciências e 
Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa. No entanto, até hoje, não tive um 
único que conseguisse, após doze anos de estudos pré-universitários, explicar-me 
razoavelmente o que significa “uma sucessão convergir para um certo valor”. 
Que tipo de respostas obtenho? Significa que “a sucessão se aproxima do seu 
limite”. Ora isto é totalmente falso, eu posso perfeitamente aproximar-me a 
cada passo de um valor sem no entanto tender para ele. Outros dizem que 
significa “a sucessão se aproxima indefinidamente do seu limite sem nunca o 
alcançar”. É engraçada esta ideia completamente errada que muitos alunos têm 
de que o limite é algo de inalcançável. É claro que pode ser atingido ou não, o 
problema não está minimamente aí. Por vezes entramos em diálogo e eles dizem: 
“Bem, ok, dizer que uma sucessão converge significa que se aproxima de um 
limite e que a sua distância ao mesmo tende para zero.” E reparem no que eu 
disse há pouco: por vezes em Matemática um detalhe pode encerrar todo o 
problema inicial: o que significa a distância tender para zero? 

Tratando desta maneira altamente intuitiva a noção de limite, nós não 
sabemos o que é um limite, não sabemos raciocinar, não sabemos resolver um 
problema sério e interessante que envolva limites, porque nem sequer o próprio 
conceito de partida está compreendido. Efectivamente não podemos fazer 
absolutamente nada. O que fazemos ao não ensinar correctamente a noção de 
limite é um recuo de duzentos anos na história da humanidade. Os mate- 
máticos, os grandes matemáticos dos séculos XVII e XVIII, que não tinham ainda 
compreendido totalmente a noção de convergência, tinham pontos de vista 
diferentes e grandes discussões sobre se dadas sucessões convergiam ou não. 
Claro que nos exemplos mais simples todos concordavam, mas o mesmo não 
sucedia para sucessões mais complexas. É preciso esperar por Bolzano e Cauchy 
no início do século XIX para se obter uma definição séria da noção de limite. 
E o que estes matemáticos viram é perfeitamente explicável a partir do actual 
décimo ano. 

É claro que me podem perguntar se é assim tão importante que se ensine 
rigorosamente a noção de limite no Secundário. Não, de facto não é, mas era 
importante que pelo menos alguma coisa se ensinasse rigorosamente. E isso não 
sucede. Olhemos por exemplo para a função exponencial. O que eu vejo nos 


59 


manuais é que o gráfico desta função “faz assim”, umas propriedades obscuras 
do tipo “se a base é maior que 1 é crescente, se a base é menor que 1 é 
decrescente”, umas ladainhas do estilo “bases iguais, somam-se os expoentes”, € 
pouco mais, a função em si nunca é definida. Temos uns desenhos, umas 
propriedades algébricas, e passadas três páginas, aí vão os exercícios! Se pegarmos 
num manual francês observamos que se começa por dar uma definição rigorosa 
da função exponencial (penso que o que está actualmente em uso é chamar 
exponencial à única função diferenciável igual à sua derivada e que no ponto 
zero vale 1). Logo por baixo diz “Prova da unicidade”, porque se houver muitas 
funções com esta propriedade não fica obviamente a função exponencial bem 
definida. Depois temos vinte, trinta páginas seguidas onde aparecem, a partir 
desta definição, a demonstração do morfismo aditivo-multiplicativo, da 
monotonia, a passagem à bijecção recíproca, funções logarítmicas, etc. Assim, os 
alunos adquirem um corpo de conhecimentos sólido. Nós por cá não temos 
nada disto. Sobre os números complexos é a mesma coisa: define-se o 7 ima- 
ginário como a solução da equação x * x = -1. Isto é um grande disparate. Eu não 
posso pegar numa equação que não tem soluções, inventar uma solução e depois 
começar a fazer cálculos com ela. Seria como considerar a equação x = x + 1 
(todos concordam que não tem soluções), inventar uma solução para esta 
equação, vou-lhe chamar o f, eu chamo-me Filipe, seria o número filipiano, e 
agora vamos todos trabalhar neste novo conjunto de números! Também o 
estudo das propriedades geométricas das cónicas é algo de muito importante, 
tendo ainda actualmente inúmeras aplicações à tecnologia. É de facto graças a 
estas propriedades que conseguimos comunicar com satélites em órbita, através 
de antenas parabólicas. Quando eu acabei o secundário no fim dos anos oitenta, 
o aluno médio sabia tudo sobre cónicas, sobre as propriedades geométricas, 
directrizes, focos, excentricidade, equações reduzidas... etc. Hoje em dia, muitas 
vezes, tudo o que se tira dos alunos é que uma elipse é uma circunferência 
achatada. 


Já não se consegue em nenhuma área, nem em geometria, nem em 
análise, nem em álgebra, não se consegue em lado nenhum ter definições com 
as quais os alunos possam exercer e possam estudar Matemática seriamente. 
Assistimos ao desaparecimento progressivo da Matemática do currículo do 
ensino básico e secundário. Um pouco como se a Matemática se estivesse a 
esfarelar progressivamente até não ficar coisa nenhuma. Poder-se-á até dizer que 
o Ensino se está a aproximar perigosamente da divulgação científica. De facto, 
dizer que tender significa aproximar-se muito, ou dizer que uma elipse é uma 


60 


circunferência achatada, ou dizer que o número imaginário 7 é a solução de uma 
dada equação são ideias que de um certo ponto de vista estão correctas, mas que 
cabem mais num livro de Divulgação e não num manual de Ensino. Assim, para 
concluir sobre esta questão do rigor e da intuição, diria que a segunda sem a 
primeira não tem qualquer valor, e que um ensino de Matemática que nada tem 
de rigoroso não é de facto Ensino de Matemática. Muitos pedagogos “da 
situação” consideram que estas ideias datam dos anos 50 e estão ultrapassadas. 
De facto enganam-se, estas ideias têm 2500 anos e não 50, e constituem o 
próprio corpo da Matemática e toda a herança que nos foi deixada através dos 
séculos. É necessário que todo o Ensino Secundário seja totalmente rigoroso? 
Não, mas é essencial que pelo menos uma ínfima parte o seja...! 


Já estou a falar há muito tempo, não sei se posso falar mais um pouco? 
Sim? Óptimo, então muito rapidamente gostava de comentar um pouco a 
segunda dicotomia sugerida, “Actividades exploratórias versus Ensino 
estruturado”. Mais uma vez não creio que se trate de uma verdadeira dicotomia. 
O Professor Ron que aqui esteve e nos deu uma magnífica palestra já nos 
mostrou que um ensino obstinadamente exploratório é obrigatoriamente muito 
pouco estruturado e tende a saltar etapas de aprendizagem indispensáveis. 
As actividades exploratórias podem e devem ajudar no Ensino, mas não podem 
ser um fim em si. Senão caímos nas novas ideias construtivistas que misturam 
os conceitos de maneira absolutamente confusa, em que se anda para a frente, 
anda-se para trás nos conceitos e não se percebe o que está a fazer. É a ideia da 
“investigação na sala de aula”, conceito muito recorrente em certas correntes da 
“pedagogia moderna”, que pretende que o aluno redescubra os conceitos 
científicos por si próprio. Obviamente, trata-se de uma ideia muito disparatada. 
Pensem na noção de convergência de uma sucessão. Foi preciso esperar séculos 
para que alguém viesse colocar as ideias no lugar a todos. Não me venham pois 
dizer que é manipulando umas sucessões, eventualmente com recurso a “novas 
tecnologias” que os alunos vão perceber qual é a definição de limite com que nos 
dá mais jeito trabalhar. Isto é totalmente impossível, e só com um ensino 
estruturado e centrado no professor, e não no aluno, é que se consegue atingir 
o milagre do ensino. De que milagre estou a falar? No facto extremamente 
curioso de ser possível, em alguns anos, transmitir a uma criança tudo o que 
necessitou de séculos para ser percebido. É de facto muito estranho que isto seja 
possível, mas é esta nossa capacidade misteriosa de absorver todos os 
conhecimentos das gerações anteriores que permite sequer a ideia de civilização. 
Temos o dever de transmitir estes conhecimentos aos nossos alunos, e não 
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brincar ás investigacóes em sala de aula, sacrificando o corpo de conhecimentos 
acumulados que sáo o verdadeiro património da humanidade. Como eu disse, 
as actividades exploratórias podem ajudar, mas náo podem ser um fim em si. 
Muitas vezes os matemáticos são vistos como seres bourbakistas, alienados e 
desligados da realidade, e que abominam toda e qualquer actividade explo- 
ratoria. Isto nado corresponde a verdade: trata-se apenas de um truque retórico 
para afastar os cientistas dos debates sobre o Ensino. 
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“O PROBLEMA DO ENSINO EM CONTEXTO 
É QUE PODE SER MUITO LIMITATIVO” 


LUISA ARAUJO* 


Também eu agradeço o convite que me foi feito para participar nesta mesa 
redonda e não sendo matemática e tendo começado por ouvir o Filipe, já me 
estou a sentir um pouco comprometida porque náo sei exactamente definir o 
que é um limite, nem sei o que sáo singularidades. Tenho desenvolvido alguns 
trabalhos na área do desenvolvimento curricular, sobre avaliação e sobre práticas 
pedagógicas de professores, sobretudo professores de literacia, mas também sobre 
o ensino da Matemática, e tenho tido a sorte de colaborar com alguns colegas 
de Matemática, alguns dos quais estão aqui presentes, na análise de currí- 
culos e de provas e exames nacionais. 

Gostaria de fazer um primeiro comentário. Penso que é fantástico, 
extraordinário, que um professor de Matemática do ensino superior, como o 
Ron Aharoni, tenha ido ensinar para o primeiro e segundo ciclos. É extraordi- 
nário conseguir ir até aos primeiros anos de ensino e náo só sobreviver, mas 
contar e sistematizar aquilo que aprendeu para que outros também possam 
aprender com a experiéncia dele. Náo tenho dúvidas de que muitos dos profes- 
sores aqui presentes encarariam isso como um desafio muito difícil. 

Gostaria de centrar os meus comentários em dois ou trés pontos 
relacionados com aquilo que foi dito, sobretudo pelo Professor Askey e pelo 
Professor Ron Aharoni no que respeita a implicações pedagógicas no ensino da 
Matemática, à avaliação das aprendizagens e de ainda algumas noções curri- 
culares. Primeiro, o Professor Aharoni e também o Professor Askey disseram de 
uma forma muito clara que é preciso começar por fazer perguntas muito simples 
aos alunos. Penso que isto foi muito bem ilustrado com o exemplo do 
rectângulo, em que de facto o que é preciso fazer é começar com o exemplo 
que é imediatamente perceptível para os alunos. É muito mais fácil perceber um 
aumento para o dobro, do que perceber uma mudança de dois terços, que foi o 
exemplo dado. 

Um outro aspecto da educação matemática que tem tido muito relevo 
ultimamente é a questão das representações visuais. Uma das coisas que os 


* Professora do Instituto Superior de Educação e Ciências e investigadora no Joint 
Research Center da Comissão Europeia, Ispra, Itália. 
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manuais de Singapura fazem é apresentar muitas representações visuais de 
conceitos. Reconhece-se hoje que isso facilita muito a apreensão dos conceitos 
matemáticos pelos alunos. Fui à procura de alguns exemplos que são dados nos 
manuais de Singapura e até um pouco diferentes daqueles que foram 
apresentados pelo Professor Aharoni. Um deles tem a ver com um problema que 
eu própria pensei que seria difícil para as crianças. O problema é o seguinte: 
Kelly e Nancy tinham 450 selos juntas, Nancy tinha 50 selos a mais do que 
Kelly, quantos selos tinha Kelly? Como é que os manuais de Singapura fazem 
isto? Ilustram o problema de uma maneira muito visual, fazem um rectângulo 
que representa a quantidade de selos que a Kelly tinha com um ponto de 
interrogação, o que é a nossa incógnita é o que não sabemos. Póem um 
rectângulo igual por baixo que representa o que Nancy tinha, acrescido de mais 
um rectângulo pequenino de uma cor ligeiramente diferente onde aparece o 
número 50 e uma chaveta indicando que os dois rectângulos têm de igualar 450. 
À seguir a esta representação visual aparece 450 menos 50 é igual a 400 e 400 a 
dividir por dois é igual a 200. Kelly tinha 200 selos. 

De facto, muitos dos exercícios e problemas, que são apresentados nos 
manuais de Singapura, partem sempre de uma representação visual dos pro- 
blemas. Fez-se uma avaliação, justamente sobre as representações matemáticas 
nos manuais, comparando manuais de vários países, manuais dos Estados 
Unidos com manuais de Singapura. O estudo foi publicado em 2005 pelo 
American Institute for Research' e conclui que os manuais de Singapura incluíam 
cerca de 40 a 60 por cento de representações visuais em conceitos, enquanto os 
manuais dos Estados Unidos, os que foram analisados, que são muitos, tinham 
uma representação de cerca de 20 por cento nos problemas ou exercícios que 
apresentavam às crianças. Portanto, há aqui claras diferenças. 

Gostava de discutir outra ideia, que é a ideia do conhecimento prévio, que 
foi também abordada pelos professores Askey e Aharoni, portanto começar com 
aquilo que os alunos conseguem perceber e começar com aquilo que eles sabem. 
O Professor Aharoni, no seu livro, explica melhor ou desenvolve mais esta noção 
do que é o conhecimento prévio, mas o conhecimento prévio são coisas que 
estão consolidadas com conhecimentos e representações e que a partir desse 
conhecimento ou dessas representações vamos conseguir construir algo mais. 
E é justamente esta noção de conhecimento prévio que tem sido muito asso- 
ciada ao chamado construtivismo de que há vários tipos. E de facto a ideia é que 
nós vamos construir algo a partir da base, como o Professor Aharoni refere. 


' What the United States scan learn from Singapores world-class mathematic system. 
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Em termos curriculares e em termos de práticas de ensino, temos assistido 
a um desenvolvimento no seguinte sentido. Primeiro, comegou-se por aplicar na 
educação muitas das noções construtivistas de Piaget. A partir dos anos sessenta, 
setenta, ficou assente que era necessário perceber qual era o estado de desenvol- 
vimento da criança para perceber que conceitos, que aprendizagens se deveriam 
propor às crianças. Essa orientação ditou muitas das sequências dos currículos 
dos programas que vimos em anos passados. Posteriormente, a investigação no 
âmbito da psicologia cognitiva mostrou que algumas noções de Piaget não estão 
correctas, nomeadamente algumas que têm a ver com conservação do número. 
Ou seja, a ideia de que as crianças não conseguem identificar que duas colunas com 
o mesmo número de objectos, mas alinhados com espaçamentos diferentes, têm 
a mesma quantidade de objectos. A seguir a esta influência de Piaget, que ainda 
hoje se faz sentir, começámos a assistir ao construtivismo de Vygotsky. O cons- 
trutivismo passou a ser mais social, passou-se a fazer muito aquilo que o Pro- 
fessor Aharoni falou, que é ter os alunos em grupo a resolverem problemas. 
O referencial do professor, que fica afastado, e os alunos são confrontados com 
problemas numa situação de relacionamento social com outros alunos. O pro- 
fessor vai apenas dando umas pistas para a resolução dos problemas. Em Por- 
tugal, em termos de práticas pedagógicas, sabemos que alguns professores imple- 
mentam essa prática, outros não a utilizam porque pode-se instalar o caos, o que 
faz com que os professores muitas vezes nas aulas se afastem dessa prática. 

Ao construtivismo social seguiu-se um construtivismo radical ou um tipo 
de construtivismo que está relacionado com a ideia de Situated Learning (ensino 
em contexto). Esta forma de construtivismo é radical porque parte da assunção 
que as pessoas só aprendem, ou aprendem melhor, se estiverem na situação em 
que o problema é resolvido. Várias investigações têm sido feitas e usadas como 
justificação para que nas aulas também se faça o mesmo. Por exemplo, no 
Brasil, em estudos com pescadores verificou-se que estes conseguiam fazer um 
raciocínio do tipo proporcional. Se sabem que o preço de um quilo de peixe é 
20 euros, meio quilo de peixe será metade, logo custará 10 euros. Muitos pesca- 
dores analfabetos, sem nunca terem ido à escola, conseguem fazer um raciocínio 
proporcional desse tipo. Outras investigações foram feitas, nomeadamente nos 
Estados Unidos, com Jean Lave, que foi observar pessoas num programa 
de dieta, em que iam ao supermercado com uma lista de coisas que tinham de 
comprar, para poderem cumprir com essa dieta. As coisas que queriam comprar 
estavam muitas vezes expressas em fracções, por exemplo comprar um meio de 
determinado queijo, comprar um quarto de outra coisa qualquer, ou comer um 
quarto de outra coisa qualquer. De facto o que se verificou mais tarde e várias 
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pessoas tém falado disto, nomeadamente o Professor Hiebert, da Universidade 
de Delaware, e a Professora Ball, da Universidade de Michigan, foi que conheci- 
mentos que são muito situados, que têm a ver com as experiências concretas das 
pessoas nas situações, são muito limitativos. Ou seja, as pessoas conseguem 
aprender coisas muito simples, conseguem aprender um meio, conseguem apren- 
der um quarto, mas não conseguem aprender coisas mais complexas, fracções 
mais complexas ou conhecimentos matemáticos mais complexos. 

Assim, tem-se assistido a uma progressão, a um desenvolvimento, de dife- 
rentes tipos de construtivismo, que hoje em dia estão muito postos em causa. 
Se há aspectos do construtivismo que podemos retirar como guias para o ensino, 
alguns princípios que podemos utilizar, não devemos encarar as teorias constru- 
tivas como os garantes de princípios basilares que devemos seguir no ensino. Por 
exemplo, sabemos que os alunos têm dificuldade em transferir conhecimento, 
então se adoptássemos a teoria construtivista do Situated Learning, bastaria pôr 
os alunos a viver uma determinada situação e eles passariam a ser capazes de 
transferir o conhecimento para outras situações, nomeadamente para uma 
situação de teste. Ora este pressuposto está errado. 

Justamente aquilo que começou por alertar os Estados Unidos, em termos 
do desempenho matemático das crianças foi uma das primeiras avaliações 
do NAEP (National Assessment of Educational Progress) feita com os alunos 
do 8.º ano. O NAEP é equivalente às nossas Provas de Aferição, é um teste que 
os americanos fazem para aferir o sistema educativo. No seu livro, The Teatching 
Gap, os Professores Stigler e Hiebert dão-nos um exemplo de uma pergunta 
neste teste, tão simples quanto isto: “Qual é o valor de uma gorjeta de quinze 
por cento de uma refeição de trinta euros?” Apenas 38 por cento dos alunos 
conseguiram responder correctamente a esta questão. Esta não é uma situação 
que os alunos nunca tenham vivido, pois é uma situação rotineira. Nos Estados 
Unidos quando se vai almoçar ou jantar fora, normalmente deixa-se uma gorjeta 
de 15 por cento, e portanto é uma situação rotineira no sentido em que os 
alunos têm contacto com ela. Como explicar que apenas 38 por cento dos 
alunos sejam capazes de responder a esta pergunta? Este tipo de questões soou o 
alarme e levou as pessoas a pensar que, de facto, as coisas não estavam a correr 
muito bem na educação matemática. 

Verificou-se depois, com outras avaliações que têm sido feitas, como o 
TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) e o PISA (Pro- 
gram for International Student Assessment), o mesmo tipo de problemas no 
desempenho dos alunos. Acontece que temos de ter estruturas mentais, ou esque- 
mas mentais, para lidar com as situações e temos de ter bons conhecimentos de 
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procedimentos e cálculo. Um aluno que náo sabe responder a este tipo de 
pergunta, o mais provável não é que não consiga identificar a situação e não 
consiga perceber o que é que está a ser perguntado. O mais provável é que este 
aluno, como disse o Professor Askey, não saiba bem trabalhar com percentagens, 
não saiba bem achar o que é 15 por cento de 30, o que é 15 por cento de 20, 
ou 15 por cento de 40. 

É preciso distinguir as coisas e procurar as causas dos problemas. Na maioria 
dos casos, os alunos que respondem incorrectamente a este tipo de perguntas não 
conhecem bem os procedimentos de cálculo inerentes à tarefa. Isso é o mais 
comum. Uma boa pista sobre o que é necessário fazer no ensino da Matemática 
parece ser o exemplo do Japão. Observações feitas em sala de aula mostram que os 
alunos japoneses que têm muito bons resultados no PISA como no TIMSS, 
passam tanto tempo a resolver problemas como a discutir conceitos matemáticos, 
ou a fazer exercícios e a efectuar cálculos. Portanto, não devemos pensar que eles 
são muito bons na resolução de problemas porque fazem muitos problemas na sala 
de aula. Sim, esse é um aspecto importante. Mas fazem também muitas outras 
coisas que sustentam essa aprendizagem e o sucesso na resolução de problemas. 

Finalmente, em relação ao TIMSS e ao PISA, há um grande consenso de 
que os testes medem desempenhos ou capacidades diferentes. O TIMSS é muito 
mais alinhado aos currículos dos países que participam no TIMSS. O TIMSS 
procura fazer um apanhado do que é ensinado nos vários países e construir um 
teste que mede mais a matemática pura, por assim dizer. O PISA reflecte uma 
matemática mais aplicada, apresenta problemas da vida real, problemas que nós 
vemos nas páginas dos jornais, por exemplo apresenta gráficos de barras, e com 
base nestes coloca problemas e exercícios para serem resolvidos pelos alunos. 
Como o Professor Askey referiu, há algumas limitações ao PISA e há quem 
pense que o TIMSS é melhor. De qualquer forma, há uma boa correlação entre 
estes dois testes. Um estudo recente de Gronmo e Olsen? encontrou uma 
correlação de 0,76 entre os dois testes e, de facto, quando olhamos para os 
dados, vemos que países que tendem a ter bom desempenho no TIMSS também 
têm bom resultado no PISA. 

Para concluir, queria alertar para o facto de em Portugal, infelizmente, não 
termos boas medidas do desempenho dos alunos. Falou-se neste encontro sobre 
os exames do 12.º ano. Acontece que estes exames, os exames do 9.º ano e as 


2 TIMSS versus PISA: The case of pure and applied mathematics. Retirado a 25 de 
Setembro de 2008 http://www.iea.nl/fileadmin/user_upload/IRC2006/IEA_Progam/TIMSS/ 
Gronmo_Olsen.pdf 
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Provas de Aferição, que se fazem agora nos anos mais elementares, no 4.º e no 
6.º anos, não são comparáveis de ano para ano. Mostrámos isso num artigo 
publicado na Revista Portuguesa de Pedagogia’. As Provas de Aferição não estão 
alinhadas com os exames do 9.º ano e os resultados destes exames variam 
inexplicavelmente de ano para ano. Penso que ninguém em Portugal está em 
posição de poder dizer quais as áreas matemáticas em que os alunos têm mais 
dificuldades ao longo da escolaridade básica, se é no cálculo, se é em geometria, 
se é em álgebra. Não sabemos porque as provas do Ministério não no-lo dizem 
e porque Portugal não participa no TIMSS, que é feito no 4.º e no 8.º anos de 
escolaridade de quatro em quatro anos a nível internacional. Ficamos portanto 
sem dados longitudinais para podermos melhorar o ensino. 


3 C. Pereira Santos, L. Araújo e M. Graça (2006). “Os resultados das Provas de Aferição 
e dos exames de Matemática e Português: Que conclusões tirar?” Revista Portuguesa de Pedagogia, 
40 (3), 199-218. Coimbra: Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação da Universidade de 
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“O QUE FAZ COM QUE O ALUNO SINTA GOSTO 
É O PRAZER DE CONSEGUIR” 


PEDRO ROSÁRIO* 


Foi apresentado há pouco uma descrição com uma pequena história sobre 
os matemáticos. Sou psicólogo e, seguindo a lógica, gostaria de mostrar o que é 
um psicólogo, também com uma pequena história. A aprendizagem dos 
conteúdos é importante e, se não perceberem o que é um psicólogo, não vão 
perceber o que vou dizer. 

Há uma história que conta que dois psicólogos vão na rua e encontram 
um tipo completamente escalavrado no chão, sangrando imenso. Param, claro, 
e avançam para o sujeito que está a sangrar e, então, rapidamente um diz para 
o outro: “Eh pá, temos de ir à procura do outro, do sujeito que fez isto, ele está 
a precisar de ajuda!” Isto é uma história de psicólogos. A nossa abordagem por 
vezes é enviesada, mas pode ser interessante pegar nestas ideias e aproveitar uma 
interpretação diferente do problema, para ganhar alguma diversidade e alguma 
estratégia. 

Na rota da aprendizagem do conhecimento, há três etapas importantes. 

Primeiro, o conhecimento declarativo, que consiste em saber o que é qual- 
quer coisa. Começámos por explicar o que é um psicólogo e o que não é, e falá- 
mos sobre a necessidade dos conteúdos. Mas sobre a excelência dos conteúdos e 
da preparação exímia dos professores não falámos. É daquelas situações que 
devemos considerar como implícito, ou talvez devêssemos dar mais excelência 
nesse caminho. Portanto, esta é a parte do conhecimento declarativo, em que 
devemos saber muito bem o que é qualquer coisa. 

Depois, o conhecimento procedimental, saber como é que se faz. Talvez seja 
interessante explicar um pouco mais as questões dos processos de aprendizagem, 
considerando que a minha participação aqui pode ser orientada nesta lógica de 
perceber. Há alguns aspectos relacionados com os processos de auto-regulação, 
ou seja, os processos motivacionais das questões, quando há problemas de apren- 
dizagem. Com efeito, falamos muito dos domínios, mas não observamos muito 
quais são as condições. Referimo-nos há pouco aos processos de transferência, 
talvez devido ao drealing kill que existe por vezes. É importante trabalhar muito, 


* Professor do Departamento de Psicologia da Universidade do Minho. (Texto adaptado 
da transcrição de gravação.) 
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mas sobretudo trabalhar bem. Para isso devemos seguir trés etapas. Á primeira é 
a monitorização do conhecimento e das tarefas, através dos manuais ou outros 
procedimentos dos professores. É interessante referir aqui o conhecimento dos 
conteúdos, ou seja, o conhecimento dos significados associados aos conteúdos. 

Um aluno de doutoramento, que é professor, contou-me uma história 
engracada, passada na sala de aula: 


“O professor pergunta ao Joáo: 
— Explica-me porque é que os judeus foram expulsos de Portugal? E uma história 
verdadeira, os judeus foram mesmo expulsos de Portugal. 


E o miúdo pensou, pensou e disse: 

— Isso náo tem problema nenhum, é facílimo, os judeus foram expulsos de 
Portugal porque náo tiraram fotografias. 

— Oh! Joáo, mas entáo os judeus náo podem ter sido expulsos de Portugal porque 
náo tiraram fotografias. 


E o miúdo comegou a insistir: 

— Nao, nao, professor, é verdade, está no manual. Se está no manual é porque é 
verdade. 

— Pronto, pronto, náo discutimos mais. Diz-me lá, entáo, o que acontece. 


O miúdo pega no manual e lé: 
— Professor, está aqui: “Os judeus foram expulsos de Portugal porque não se 
retrataram. ” 


É óbvio que o aluno tinha razão. A questão da discussão do significado é 
interessante na sala de aula ou noutro local. Há muitos assuntos que as pessoas 
assumem que dominam, no entanto não dominam necessariamente. Devido à 
partilha de conhecimentos estas Conferências são muito reveladoras, ficamos 
mesmo a saber que há imensos tiques psicológicos, como, por exemplo, a 
ansiedade matemática, de que ouvimos falar há pouco. Aproveitei esta deixa, 
como uma porta que se abriu, para falar um pouco de ansiedade matemática, 
sem a qual não me atreveria a fazer alusão. À primeira questão é o treino e a 
monitorização do treino, depois é a ideia da excelência do trabalho, e a seguir, 
não menos importante, é a ética do trabalho. Nós não falamos da ética do 
trabalho. Fala-se muito de Singapura, fala-se muito dos exemplos dos asiáticos, 
contudo falta a componente cultural e a componente da ética do trabalho, isto 
nós perdemos. 

Um exemplo, temos investigações que explicam a correlação entre as 
notas nas disciplinas de Língua Portuguesa e de Matemática, em três ou quatro 
estudos, cada um deles com 3500 a 6000 alunos, portanto, qualquer um dos 
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estudos do ensino básico do 5.º ao 9.º ano. Estes estudos a que me reporto são 
do nosso grupo de investigação. As correlações oscilam, entre as notas em Lín- 
gua Portuguesa e Matemática, entre os 70% e os 80%, ou seja, qualquer coisa 
como 49%, 50%, 60%, variância explicada entre ambas, o que é muitíssimo 
interessante. 

Quando olhamos para as questões da dificuldade no desempenho da 
Matemática, se esmiuçarmos um pouco, encontraremos claras incompetências 
no sentido da leitura, porque há muitas questões associadas à incompreensão, à 
dificuldade de resolução e à competência da resolução do próprio exercício, há 
uma dificuldade que pode ser alocada à ausência ou à incompetência do 
domínio matemático. Não sei explicar exactamente qual é o nível de variância, 
mas é evidente que há uma quota-parte associada ao domínio da língua portu- 
guesa, que, sendo indissociável, devemos reforçar. A seguir coloca-se a impor- 
tante questão da ética do trabalho, que contém a ideia de competência, digamos 
um skill transversal, que é importante desenvolver no que concerne às compo- 
nentes da matemática, assim como nas outras disciplinas. Não temos 
desenvolvido muito a ideia do trabalho, o que origina alguns problemas, como 
aqueles que surgem na comunicação social em jeito de ataque aos trabalhos de 
casa. É um assunto que causa alguma polémica e, por isso, é interessante 
falarmos aqui sobre o assunto. 

Parece que, quando falamos de trabalhos de casa, estamos a falar de 
queijo, mas não é. Há queijos magníficos e também os há de plástico, e tudo é 
queijo. Depende de que tipo de queijo é que estamos a falar. Há trabalhos de 
casa que, de facto, não promovem o desempenho, o desenvolvimento cognitivo, 
mas também há trabalhos de casa magníficos que desenvolvem o desempenho 
cognitivo, e são estes últimos que me interessam. Um trabalho de casa é a 
apropriação de um trabalho mais individualizado, de apropriação do conhe- 
cimento, é, aliás, uma das ferramentas mais utilizadas. Vamos buscar exemplos 
de outros países, por exemplo do desempenho do PISA, mas esquecemo-nos de 
ver quais são as metodologias adoptadas pelos sistemas de ensino para que seja 
possível. Uma das metodologias é sem dúvida esta carga de trabalhos que é 
proporcionada. 

Por exemplo, no caso da Finlândia, os trabalhos de casa são aferidos pelo 
conselho de turma com vista a uma exigência de níveis de desempenho. É inte- 
ressante verificar que a carga de trabalhos não é errática. Não há um dia que os 
professores se lembrem todos ao mesmo tempo de fazer trabalhos de casa. 
É conforme se vão lembrando e a disponibilidade de cada um. Portanto, a dis- 
tribuição da carga é importante, assim como a tipologia de trabalhos de 
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colmatação de lacunas. E aqui deve dar-se especial atenção à personalização das 
questões. Se há pessoas com dificuldades nesta área, neste skz//, então vamos 
promover o desenvolvimento deste skill. Os trabalhos de casa, vistos na pers- 
pectiva de um desenvolvimento mental, ajudam e promovem a concentração do 
aluno na tarefa. 

Não vou falar muito mais sobre a motivação, mas acho interessante ana- 
lisar e não fugir à pergunta assassina: “Porque é que os alunos não se envolvem 
nas tarefas?”, ou, melhor, a mesma pergunta no sentido positivo: “Como é que 
os alunos se podem envolver nas tarefas?” — Os alunos envolvem-se nas tarefas a 
partir do domínio, da noção de domínio. A motivação desenvolve-se por 
camadas, um pouco como a matemática. A motivação é a cumplicidade com 
uma tarefa, ou seja, posso ser mais ou menos cúmplice com uma tarefa e esta 
cumplicidade aumenta à medida que domino a tarefa. Ainda, a motivação é 
voraz, porque quanto mais realizo a tarefa, quanto mais me envolvo nela, mais 
a tarefa me pega ao colo e me leva para dentro das camadinhas da cebola, 
portanto mais perto estou do centro do núcleo, sinto-me a avançar, sinto mais 
prazer no que faço, mais competência... quero mais e faço mais. 

A incompetência é igual e obviamente voraz, mas em sentido contrário. 
Traduz-se por um desligamento — passo a expressão — de uma forma consciente. 
Há ligamento e desligamento. Esta forma de aprendizagem do desconseguir é 
efectivamente uma linguagem gradual. Eu não desconsigo — usando esta lingua- 
gem —, vou desconseguindo, vou-me afastando da tarefa, vou-me desligando da 
tarefa. Então, o que é que podemos fazer para que os alunos avancem? — Assu- 
mindo e distribuindo as tarefas de modo proporcional com a competência. 
Revendo o que foi dito anteriormente, a associação dos diversos profissionais, 
psicólogos, matemáticos e professores, reforça a ideia da necessidade de haver 
uma sistematicidade e de escolher as tarefas que são importantes propor aos 
alunos de modo que eles percebam que, quando avançam e conseguem com- 
pletar a tarefa, adquirem esse domínio que os vai envolvendo para assumirem 
níveis progressivos. É interessante verificar esta evolução no processo motiva- 
cional, sendo muito importante a sua observação. Quando os alunos desinves- 
tem na tarefa é porque não a assumiram, não adquiriram o controlo mínimo 
que faz com que avancem e se envolvam nessa tarefa. Perceber isto é funda- 
mental, é perceber a ideia da sistematicidade, de ajudar os alunos a colocar 
fasquias de modo a que eles percebam a tarefa. 

O que faz com que um aluno sinta gosto é a experiência de conseguir, e 
esse gosto não vem de fora, é auto-eficácia. Em certos projectos educacionais, 
somos chamados para os corrigir, para, assim, aumentar a auto-estima do aluno. 
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Mas a auto-estima está lá, só precisa de emergir com uma pequena ajuda. 
A auto-estima é uma consequéncia daquilo que eu vejo que faco. Sinto satis- 
fação naquilo que vejo que consegui, experiencio sucesso, e essa satisfação faz 
com que eu aumente ainda mais o envolvimento. Portanto, náo há auto-estimas 
plásticas, náo há auto-estimas que venham de fora. O trabalho matemático, ou 
seja, psicológico, conjugado nesta fusáo tem de proporcionar oportunidades 
efectivas que os alunos váo experienciando de sucesso. Isto significa actividades 
que eles consigam realizar e que, sistematicamente, os levem a um plano 
inclinado, como um scaffolding, ou um andaime proporcional que vou subindo 
progressivamente. Reparem, sou pequenino, se puserem um andaime muito 
grande, náo subo, e acaba por náo ser um desafio para mim. Logo, um desafio 
tem de ser algo em que eu, apesar do esforço — já sei que não chego lá sem 
esforço e também não é aos saltos —, devo colocar patamares. 

A terceira etapa da aprendizagem dos conhecimentos é o conhecimento 
condicional — saber quando o utilizar, saber quando o fazer, saber como o 
utilizar. Se não tiver a certeza de dois passos, improviso sabendo que é mais ou 
menos assim, por tentativa e erro, usando símbolos, pondo ou tirando 
parêntesis. Também não domino muito a matemática, limito-me à estatística, 
não mais do que isso. O que pretendo realçar aqui é a importância que se deve 
dar ao acompanhamento dos alunos e ajudá-los a estabelecer as questões de 
desenvolvimento. Não chegamos à excelência sem o treino, sem polimento. 
Oscar Wilde dizia o seguinte: “Passei a manhã toda a pôr uma vírgula, e a tarde 
a retirar a vírgula.” É fundamental esta ideia de polir, polir constantemente, seja 
no trabalho de matemática, ou no trabalho literário, ou no trabalho escolar, ou 
na própria aprendizagem. 
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“A TÓNICA DO RIGOR DEVE SER POSTA PRIMEIRAMENTE 
NOS CONCEITOS” 


JOSÉ PAULO VIANA* 


Quando, em Julho, recebi o convite para participar nesta conferéncia 
internacional, fiquei na dúvida: A conferéncia irá mesmo para a frente? E a dúvida 
surgiu-me porque acabavam de sair os resultados do exame nacional de 
Matemática do 12.2 ano: as médias tinham subido vários valores relativamente 
aos anos anteriores, os alunos pareciam saber já tudo ou quase tudo, o ensino da 
Matemática em Portugal tinha dado um enorme salto, estavam resolvidos todos 
os problemas. Pelo menos, era esse o discurso oficial do Ministério da Educação. 

Como é evidente, estou a ser irónico. O facilitismo dos exames náo é o 
tipo de soluções de que estamos à espera ou que queremos. Achei que valia 
mesmo a pena virmos discutir as questões levantadas no título deste painel 
porque o que procuramos é outro tipo de soluções. É por isso que eu estou aqui. 

Gostaria precisamente de pegar nas perguntas que foram lançadas a este painel. 


A primeira é: Actividades exploratórias ou ensino estruturado? 

Eu sei que é uma pergunta de retórica, ou melhor, só pode ser. Náo 
concebo nenhum ensino da Matemática que náo tenha estas duas componentes. 
É preciso passar pelas duas, pelo menos no ensino secundário, que é para toda 
a gente e náo apenas para alunos que se váo especializar em Matemática ou em 
assuntos que envolvem muita matemática. 

Assim, nós, professores, temos de proporcionar aos alunos a componente 
da experimentação, de os pôr a procurar, de os pôr a pensar. O primeiro objec- 
tivo é fazê-los descobrir relações naquilo que vão encontrando, descobrir 
padrões e pedir-lhes que avancem com conjecturas que expliquem o que estão a 
encontrar. Esta parte exploratória é essencial, desenvolve as capacidades de 
descoberta e de investigação e mantém vivo o espírito de curiosidade que todos 
temos nos primeiros anos de vida. E isso vai ser extremamente útil na vida das 
pessoas, mesmo que nunca mais voltem a pensar em matemática. É que este 
espírito é essencial tanto nos campos da ciência como na nossa vida prática ou 
profissional. Por exemplo, um bom mecânico de automóveis tem de saber olhar, 
identificar o que está a falhar no motor e depois, fazendo variar uma a uma as 
possíveis variáveis mecânicas, descobrir eventuais padrões e regularidades que 
levem à identificação das causas da avaria para poder aplicar os seus conheci- 
mentos e encontrar uma solução. 


* Professor da Escola Secundária Vergílio Ferreira de Lisboa. 
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Esta é entáo uma componente essencial no ensino e que tem de ser traba- 
lhada com os nossos alunos. 

Depois, temos o ensino estruturado. Já hoje aqui, felizmente, vários inter- 
venientes foram chamando a atenção para este aspecto, dando resposta às 
questões que daqui resultam. 

Realmente, depois de os alunos terem passado pela fase anterior, pensando 
nos problemas e investigando, é necessário que o professor dê forma ao que eles 
descobriram, preencha os vazios, aclare os conceitos e relacione o que acabaram 
de aprender com o que já sabiam anteriormente. 

A investigação feita pelos alunos nunca irá preencher todos os passos e 
teremos de ser nós a fazer uma síntese do que eles vão descobrindo, intro- 
duzindo conceitos a que eles não chegaram de uma forma completa ou correcta. 
Terão ainda, evidentemente, de fazer cálculos e portanto de treinar técnicas de 
cálculo, não esquecendo contudo que neste momento o cálculo perdeu a grande 
importância que tinha no ensino da Matemática. Porquê? Porque o cálculo é 
rotineiro (no sentido em que se podem criar rotinas) e portanto há máquinas 
que os podem fazer. Ou seja, já não é essencial desenvolver e treinar na escola as 
técnicas de cálculo como se se fazia há 50 anos atrás. Temos nós, professores, 
de encontrar e ensinar as técnicas que são necessárias hoje, e que não são as que 
eram precisas ontem. Infelizmente, vemos que há uma grande inércia para se 
abandonar certo tipo de ensino e certo tipo de conteúdos, o que faz que se 
mantenham certas coisas que já não fazem sentido. 


Retomo agora outra questão que já foi aqui falada: Matemática da vida 
real ou matemática pura? 

Se eu estiver a ensinar matemáticos ou futuros matemáticos, irei dar 
grande ênfase à matemática pura, mostrando eventualmente algumas aplicações 
práticas. Mas, no ensino secundário, não estamos a ensinar futuros matemáti- 
cos, estamos a ensinar toda a gente, e portanto temos de dar algum significado 
concreto àquela matemática. Nós sabemos que ela, só por si, seria importante 
para as pessoas. Mas os alunos não vêem isso, nem poderiam ver. 

Dou um exemplo. Sou professor há muitos anos e passei já por vários 
programas e por diferentes tipos de ensino. Ao longo dos anos, fui ouvindo 
sistematicamente a mesma pergunta: Professor, para que é que isto serve? 

Eu tinha dificuldade em responder de forma convincente para o 
aluno. Ficava aflito e dizia: Ah! Mais à frente isto vai ser útil, mas essa utilidade 
afinal tinha a ver com um outro assunto matemático. E, apesar do esforço que 
eu fazia para tentar dar algum significado ao que ensinava, notava-se que uma 
boa parte dos alunos não encontrava um especial interesse no que estava a 
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aprender. E náo era só eu que sentia isto, as pessoas com quem eu trabalhava 
na escola sentiam o mesmo. 

De repente, de há uns dez anos para cá, essa pergunta desapareceu, nunca 
mais nenhum aluno ma fez. Isto aconteceu a partir da alteração dos programas 
nos anos 90. Podemos não concordar com todas as mudanças que nessa altura 
foram feitas, mas não há dúvida de que a matemática passou a ter significado 
para muito mais gente do que tinha antes. Foram precisos alguns anos para eu 
tomar consciência que a tal pergunta dos alunos tinha desaparecido. Isto veio 
realçar e reforçar a ideia, que eu sentia um pouco difusamente, de que realmente 
é importante relacionar o que se está a aprender na matemática com assuntos € 
situações que tenham algum significado para os alunos. Ou seja, que estes sintam 
que o que aprendem lhes serve para alguma coisa ou que lhes pode vir a servir. 
Mesmo que lhes não sirva naquele momento, o que acontece muitas vezes, pelo 
menos que percebam que aquilo é útil e que provavelmente pode valer a pena 
ele saber alguma coisa sobre o assunto, mesmo que não a vá usar imediatamente. 

Não podemos, contudo, esquecer que, quando pegamos na matemática 
ligada à vida real, nos vão aparecer muitos obstáculos. A vida real é difícil de 
matematizar, há muitas variáveis e muito ruído de fundo. Temos que ter muito 
cuidado com os exemplos. Por um lado, para que os alunos não fiquem perdi- 
dos com a quantidade de variáveis que a situação envolve e, por outro, para que 
as simplificações efectuadas na situação e no modelo matemático não o afastem 
da realidade que se pretende retratar. Muitas das aplicações da matemática 
consistem em analisar uma situação, identificar e pôr de lado o que é acessório 
ou irrelevante para aquele caso, encontrar padrões e regularidades, fazer uma 
conjectura do modelo matemático e testá-lo. Se necessário, afinar ou alterar o 
modelo e voltar a testá-lo, até que se adapte razoavelmente à situação que esta- 
mos a estudar. 

Se não pusermos os nossos alunos a pensar desta forma, uma boa parte 
deles nunca será eficiente do ponto de vista científico. 

Claro que há aqueles muito bons alunos e para esses o problema está 
sempre resolvido: ultrapassam ou passam por cima de qualquer mau professor 
ou mau programa e vão ser sempre bons. Mas esses são a excepção. Com os 
outros, a grande maioria, não podemos agir desta forma se quisermos que 
também eles cresçam do ponto de vista científico e se tornem úteis. 


Temos agora a terceira questão: Rigor ou intuição? 

De que rigor estão falar os que vejo defender mais acerrimamente o rigor? 
Quase sempre é do rigor formal e do rigor da linguagem, e são quase sempre 
implacáveis. 
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Dou um exemplo, com que me deparo permanentemente na escola. 
Quando pego numa turma nova no secundário, praticamente todos os alunos, 
ao resolver uma equação, escrevem o sinal de equivalente a seguir à equação, 
mudam de linha, voltam a pôr o sinal de equivalente e prosseguem. E assim 
sucessivamente. 

Aí eu pergunto: O gue quer dizer esse sinal? 

Respondem: Equivalente. 

E eu: Está bem, isso é a tradução para portugués. Mas o que é que isso 
significa do ponto de vista matemático? 

É extremamente raro que algum me saiba responder. Reparo ainda que 
quase todos eles usam o sinal de equivalente seja onde for, em todas as situações, 
mesmo que não estejam a lidar com condições. Mas se lhes digo que, já que não 
sabem o significado daquele sinal, é melhor não o usarem, perguntam logo: Mas 
não me vai descontar na nota? 

Vemos, através deste exemplo, que houve anteriormente um esforço 
grande no que se refere ao rigor formal, não acompanhado de um esforço para- 
lelo no rigor dos conceitos e ideias. Ora, quanto a mim, a tónica deve ser posta 
principalmente no rigor dos conceitos. Só depois se pode passar ao rigor formal. 

Somos frequentemente tentados a ser rigorosos mais do ponto de vista 
formal do que do ponto de vista das ideias. Ou seja, estamos a dar grande 
atenção a coisas que, a este nível, são praticamente inúteis, quando o que inte- 
ressava era que eles tivessem aprendido bem o conceito. No exemplo que apre- 
sentei, o importante é que soubessem correctamente a noção de equivalência. 
A partir daí, quando fosse preciso, saberiam pôr o sinal de equivalência. 

Por outro lado, o rigor formal está muitas vezes associado ao rigor da 
linguagem. Ora, em muitos casos, esta exige um grau de abstracção demasiado 
elevado para muitos alunos. É por isso que muitos deles não compreendem a 
necessidade daquele rigor. Mas “como lhes vão descontar na nota”, usam as 
palavras e os símbolos sempre que acham que o professor quer... 

Se os alunos não compreenderem os conceitos e a linguagem é escusado 
estarmos a exigir rigor. Não vale a pena. O que é preciso é discutir bem as ideias 
com eles, até que eles percebam rigorosamente o significado dos conceitos. 

Gostava de levantar outra questão ligada ao rigor. Ouvimos muitas vezes: 
Os professores de matemática têm de ser rigorosos e exigentes. 

Julgo que todos nós sentimos isso: temos de ser rigorosos e exigentes. 
E eu estou absolutamente de acordo. 

Sobre o rigor já falei, passemos à exigência. Exigentes em quê? 

Exigentes na qualidade do nosso trabalho e na do trabalho que pedimos 
aos alunos? Sem dúvida. Muito exigentes, mesmo. 
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Exigentes na quantidade de trabalho dos alunos? Discordo e discordo 
muito. 

Ouvimos aqui hoje, por várias vezes, que é preciso treinar, treinar, treinar. 
Penso que o treino é necessário, mas náo pode ser um treino que faca sofrer 
as pessoas. Tirando excepções masoquistas, ninguém aprende bem a sofrer. 
Os nossos alunos não aprendem bem a sofrer. Assim, em vez de os fazermos 
sofrer, demos-lhes antes tarefas que eles achem que têm algum significado. Podem 
essas tarefas ser muito trabalhosas ou muito difíceis, mas eles irão fazê-las com 
prazer, se perceberem que aquilo tem algum interesse. Se não perceberem, então 
irão sofrer, e a maioria pouco aprenderá. 

Sou contra a teoria do sofrimento, seja a que nível for. Incluindo o ensino. 

Em resumo, “o importante não é pôr os alunos a fazer exercícios de 
matemática, o importante é pô-los a fazer matemática”. 

Quando li as perguntas do título deste painel, estranhei não ver lá uma 
que estava à espera que aparecesse: Calculadoras, sim ou não? 

Bem, a pergunta não estava lá, mas pelos vistos devia estar porque esta 
questão já aqui hoje foi abordada várias vezes! 

Pensando melhor, não devia mesmo estar! 

É que, pelo menos naquela forma, trata-se de uma pergunta que não faz 
qualquer sentido pôr. À pergunta que tem de ser feita é: Calculadoras no ensino, 
como? 

O que temos de discutir não é se devemos usar ou não calculadoras, mas 
antes como as usar. À forma como elas são usadas é que pode ser importante. 
Depois, se houver tempo, poderíamos discutir um pouco sobre isto. 

Finalmente queria falar sobre o trabalho do professor de Matemática. 
Como julgo que concordarão, não pode ser só pensar nas questões matemáticas. 
É estar um pouco acima disso, tem de ser, como tem sido bem vincado aqui 
nesta conferência. 

As perguntas, que penso que todos os professores têm de fazer a si 
próprios antes de dar uma aula e enquanto a estão a dar, são: O que é que os 
alunos sabem neste momento, o que é que eles sabem agora? O que é que eles vão 
saber no fim desta aula, o que é que eles vão saber no final do ano? 

Ter isto sempre presente é fundamental para se ser bom professor de 
Matemática, qualquer que seja depois o método que se siga. Enquanto professor 
de Matemática, tenho de pensar no que é que estou a fazer e tenho de fazer essa 
reflexão no próprio momento da acção. 

Ou seja, a análise a posteriori do trabalho efectuado é importante e tem de 
ser feita, mas a reflexão tem de estar permanentemente presente enquanto 
estamos a trabalhar na sala de aula. 
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Por outro lado, a reflexão sobre como deve ser o ensino, e concretamente 
como deve ser o ensino da Matemática, não pode, de modo nenhum, ser feita a 
nível individual. Tem de ser feita colectivamente, neste tipo de sessões, eviden- 
temente, mas sobretudo nas escolas, com os grupos de professores que estão a 
ensinar o mesmo tipo de assuntos e níveis. É que, se eu não discutir isto com os 
meus colegas, com as pessoas com quem eu trabalho, corro o risco de muito 
rapidamente me tornar num burocrata do ensino. Um burocrata que cumpre o 
programa, que cumpre os regulamentos, mas que se calhar não ensina o que é 
essencial. 

Embora tenha a certeza de que, com o actual sistema de avaliação imposto 
pelo Ministério, um professor-burocrata será classificado com “muito bom” ou 
“excelente”, penso que temos que fazer um pouco mais do que isso para sermos 
verdadeiros professores. E, para tal, esta componente de discussão colectiva tem 
de estar permanentemente presente nas escolas. 
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LEITURA E MATEMÁTICA 





A APRENDIZAGEM DOS SISTEMAS SIMBÓLICOS DOS FONEMAS 
E DAS QUANTIDADES NUMÉRICAS: SEMELHANCAS, 
DIFERENCAS E RELACOES 


JOSÉ MORAIS* 


Segundo uma antiga expressão portuguesa, certamente redutora mas que 
se refere com justeza ás aprendizagens fundamentais, na escola aprende-se a “ler, 
escrever e contar”. Falta obviamente, nesta expressáo, o “calcular”. 

O que estas habilidades tém em comum, em primeiro lugar, é operarem 
com sistemas simbólicos, isto é, sistemas que representam convencionalmente 
realidades abstractas por meio de signos concretos, permitindo combinações e 
transformações geradoras de novos sentidos ou novos factos. As palavras, 
incluindo as palavras de algarismos, são símbolos culturais arbitrários. Cada uma 
reúne e condensa, num pequeno objecto mental, diferentes informações e, 
sobretudo, segmenta a continuidade inerente às representações analógicas pré- 
-verbais. 

Aquilo a que chamamos habitualmente aprendizagem da leitura e da 
matemática, ou mais restritamente da aritmética, é, respectivamente, a apren- 
dizagem de sistemas de representação simbólica de fonemas e de quantidades 
numéricas. 

Nesta comunicação, para além da ideia que acabo de enunciar, são apre- 
sentadas, comentadas e discutidas as seguintes outras ideias: 


— Que estes sistemas, criações culturais, repousam em capacidades bioló- 
gicas, pré-programadas e universais, as quais são, respectivamente, 
capacidades de tratamento fonológico da fala, que operam com repre- 
sentações abstractas de gestos articulatórios, e capacidades de compa- 
ração, estimação e enumeração de pequenos conjuntos de objectos, 
que operam com representações aproximativas das quantidades. 


— Que os nossos conceitos de fonema e de número são fortemente 
influenciados pela sua representação escrita, sendo a função do fonema 
tornar discreto o que é co-produzido na fala, e a função do número 
no nosso sistema numérico, linearizar a escala psicofísica que obedece 
à lei de Weber, segundo a qual a dificuldade de discriminação aumenta 


* Professor emérito da Université Libre de Bruxelles (ULB). 
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4 medida que os números crescem; em ambos os casos, o impacto 
cognitivo dos dois tipos de representação simbólica na linguagem e na 
matemática é enorme. 


— Que a aprendizagem destes sistemas envolve, inicialmente, processos 
conscientes, intencionais e controlados, os quais, pela prática, condu- 
zem ao estabelecimento de habilidades que permitem um tratamento 
rápido e automático da informação correspondente; e que estas habili- 
dades sáo cruciais para a eficácia, tanto da compreensáo em leitura 
como da resolução de problemas matemáticos. 


— Que ambas as aprendizagens dependem fortemente de factores cultu- 
rais e socioeconómicos, assim como do desenvolvimento das regióes 
cerebrais subjacentes ás capacidades correspondentes. 


1. A escrita alfabética e a escrita numérica: sistemas simbólicos 
de representacáo gráfica de, respectivamente, fonemas 
e quantidades numéricas 


No caso da leitura e da escrita, e limitando-nos ao sistema alfabético, que 
é o nosso, os símbolos representam fonemas. Como um determinado fonema 
pode ser representado por uma ou mais do que uma letra, utiliza-se a palavra 
grafema para designar os símbolos dos fonemas. Assim, a unidade visualmente 
saliente — a letra — náo é necessariamente a unidade perceptiva mais pertinente. 
Aprender a ler e escrever é, portanto, aprender a utilizar um sistema de símbolos 
— Os grafemas — que representam fonemas, quer no sentido grafema-fonema, o 
da leitura, quer no sentido fonema-grafema, O da escrita. 

No sistema de escrita existem outros símbolos, que representam fronteiras 
ou intervalos (a vírgula, o ponto e vírgula, o ponto final, e o símbolo de início de 
parágrafo, que correspondem a pausas de crescente importância ou de mudança 
de significado na fala; os três pontos, que correspondem a uma suspensão do 
discurso; o apóstrofo que indica a não realização de um fonema ou grafema) e de 
modo geral acções ou intenções (as aspas, que indicam ora uma repetição ora a 
introdução de um orador no discurso, esta também assinalada pelo travessão; os 
dois pontos, que indicam a realização de algo anunciado; o ponto de exclamação, 
que representa a ênfase; e o ponto de interrogação, que representa a subida de 
frequência fundamental da voz associada à formulação de uma questão, em 
contraste com a sua descida, característica da declarativa assinalada pelo ponto 


final). 
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A escrita alfabética só é utilizada por uma parte da humanidade letrada, 
visto que outros sistemas representam ou outras unidades fonológicas, ou uni- 
dades morfológicas e lexicais. Além disso, há muitas versões da escrita alfabética, 
e a todas elas se aplica a definição enunciada acima. Ademais, uma mesma 
versáo, como a latina, pode apresentar regras de correspondéncia grafema-fonema 
e fonema-grafema consideravelmente diferentes (até porque as línguas náo 
contém todas os mesmos fonemas) e de diferentes graus de complexidade. 

No caso da matemática, os símbolos representam grandezas, mais preci- 
samente quantidades, as quais podem ser exprimidas directamente em números. 
Há vários sistemas numéricos, mas o mais utilizado é, de longe, o sistema de 
números árabes em base 10. A escrita romana dos números não tem esta 
organização em base 10, não é posicional, e não teve o mesmo destino histórico 
que o alfabeto latino. Ao contrário do sistema alfabético, a escrita actual do sis- 
tema numérico não apresenta variações na correspondência quantidade-número 
segundo os países. No entanto, as quantidades numéricas começam por ser 
adquiridas oralmente, como palavras, na produção oral, e depois na escrita orto- 
gráfica dos nomes dos números, há certas diferenças entre as línguas que podem 
influenciar a eficácia da contagem e do cálculo. Eles concernem os números da 
segunda dezena, assim como a ordem em que são referidos os componentes lexi- 
cais da dezena e da unidade nos números superiores à dezena. 

No sistema numérico escrito também há, importados do sistema alfabé- 
tico, símbolos que indicam coeficientes ou variáveis, que podem portanto tomar 
vários valores (a, b; x, y, z; n), símbolos que indicam valores específicos (o “pi”, 
correspondente ao p do alfabeto latino, com o valor numérico de 3,1416...); e 
há os símbolos que designam operações e que são utilizados no cálculo, 
juntamente com o símbolo = que anuncia a igualdade ou o resultado de uma 
operação. 

A diferença fundamental entre os símbolos não fonémicos da escrita 
alfabética e os símbolos não quantitativos da escrita numérica está no facto de 
os primeiros contribuírem essencialmente para representar outros aspectos da 
fala, enquanto os últimos representam sobretudo operações — o cálculo aritmé- 
tico, que consiste em operações sobre quantidades, transforma dois ou mais 
números noutro, enquanto a realização ortográfica não transforma grafemas. 
Em contrapartida, pode haver, na escrita alfabética, mais de uma realização 
grafémica de um fonema em função de regras contextuais, o que não acontece 
no sistema numérico. 

Uma diferença essencial entre os sistemas de representação escrita da fala, 
em especial o alfabeto, e o sistema numérico é que os primeiros utilizam 
combinações de unidades elementares para formarem compostos, as palavras, 
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segundo regras fonotácticas, isto é, regras que definem as combinacóes e, 
portanto, as sequéncias possiveis; ao passo que o sistema numérico é utilizado 
para calcular novas quantidades a partir de combinações específicas (as opera- 
ções) de outras quantidades. Nas palavras escritas, a combinação é invaria- 
velmente do mesmo tipo (sequencial) e a identidade das unidades é preservada 
no resultado das combinações, ao passo que no cálculo aritmético as combi- 
nações são de diferentes tipos e os operandos (as quantidades que entram na 
operação) desaparecem no resultado. 


2. Os sistemas simbólicos de fonemas e de quantidades repousam 
em capacidades biológicas, pré-programadas e universais, 
de tratamento fonológico da fala e de comparação, estimação 
e enumeração de pequenos conjuntos 


Nós, seres humanos, apresentamos em alto grau a característica de criarmos, 
através de processos culturais, formas biologicamente secundárias de cognição a 
partir de capacidades primárias. Tanto a aprendizagem do sistema de represen- 
tação simbólica de fonemas como a do sistema de representação simbólica de 
quantidades se apoiam no desenvolvimento “natural” de capacidades pré-pro- 
gramadas e universais. No entanto, as capacidades pré-programadas envolvidas 
numa e noutra aprendizagem são específicas e sustentadas por regiões cerebrais 
claramente distintas. 


A. Na origem dos fonemas 


Os fonemas formam-se a partir de combinações particulares de gestos 
articulatórios. O bebé humano nasce com a capacidade de efectuar 
discriminações acústicas muito finas entre os sons da fala. No fim do primeiro 
ano de vida, em consequência da sua experiência, ele dispõe das categorias 
fonéticas próprias à sua língua. À categorização fonética resulta do tratamento 
de traços através das escalas temporais e espectrais do sinal da fala e não implica 
necessariamente uma segmentação em unidades. É nos anos seguintes, entre 3 e 
6-7 anos, com a redução da importância das transições de formante a favor dos 
índices segmentais, que a criança elabora progressivamente unidades perceptivo- 
-motoras que vão estruturar a sua fala e o seu léxico mental. Este processo está 
praticamente terminado quando, por volta dos seis anos de idade, ela começa a 
aprender a ler e a escrever. 
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Mas estas representações de fonemas são, na realidade, combinações dife- 
renciadas de gestos articulatórios, e a criança não tem acesso consciente a elas. 
É a aprendizagem do sistema alfabético, isto é, de símbolos escritos de fonemas, 
que torna necessária a criação de representações mentais conscientes da 
informação fonológica, com características quase auditivas. Assim, mesmo sem 
emitir nenhum som, de maneira simplesmente mental, a criança que aprende a 
ler passa a ter a impressão de ouvir em, por exemplo, “ba” duas unidades, das 
quais a primeira lhe parece exactamente igual àquela que crê ouvir em “bu”. 

Em todos os seres humanos, a compreensão e a produção da linguagem 
oral dependem, respectivamente, de circuitos cerebrais temporais e frontais 
posteriores, para a grande maioria dos indivíduos situados no hemisfério 
esquerdo. À aprendizagem da representação alfabética da fala exige a formação 
de circuitos neurais específicos que se desenvolvem também no hemisfério 
esquerdo. As representações das palavras escritas utilizadas na leitura formam-se 
no giro fusiforme do hemisfério esquerdo, em áreas que até então se ocupavam 
apenas do tratamento de outros estímulos visuais como as caras. 


B. Na origem dos números 


Tanto a capacidade para representar unidades fonológicas como a capa- 
cidade de representação de quantidades são inatas, mas esta, contrariamente 
àquela, não é específica do ser humano. Muitas outras espécies animais 
(primatas, roedores, aves, répteis, ...) podem distinguir quantidades. Para 
sobreviverem, elas devem poder avaliar as quantidades de alimentos ou de 
inimigos, e até a probabilidade de determinadas ocorrências. 

Foi mostrado por exemplo que os macacos são capazes de calcular a 
probabilidade associada a uma certa combinação de várias formas apresentadas 
em sucessão. Isto aconteceu numa situação de decisão (olhar para um alvo 
vermelho ou verde), que lhes podia proporcionar, ou não, uma recompensa, sem 
garantia e de modo puramente probabilístico (Yang & Shadlen, 2007). 

Este estudo mostrou também que as operações de adição e subtracção 
dessas quantidades probabilísticas são efectuadas por neurónios do córtex 
parietal inferior. No ser humano, as perturbações do cálculo na sequência de 
uma lesão cerebral que têm sido observadas há quase um século também 
apontam para esta região. De modo mais preciso, muitos dados recentes de 
cartografia cerebral póem em evidência uma activação daquela zona, em parti- 
cular do sulco intraparietal, em todas as tarefas que exigem um tratamento de 
quantidades. 
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Na criança, tal como o aparecimento da representação de fonemas se 
apoia em capacidades fonológicas, a representação de números apoia-se numa 
certa capacidade para representar quantidades. 

As capacidades numéricas básicas parece serem duas. 

Uma permite representar de maneira precisa, exacta, pequenos números 
de objectos (em geral 3 ou 4, no máximo 5). Observou-se por exemplo que os 
bebés de 10 a 12 meses, aos quais se tinha escondido dois pequenos conjuntos 
de objectos, tém tendéncia a procurar espontaneamente o mais numeroso 
(Feigenson, Carey & Hauser, 2002). 

A outra capacidade de representação de quantidades é muito menos 
limitada em extensão, mas a sua precisão é tanto mais limitada quanto as quan- 
tidades forem maiores. Isto é, a discriminação entre quantidades não depende 
da sua diferença absoluta, mas do ratio entre elas. À aritmética baseada neste 
tipo de representação não é exacta mas aproximativa: por exemplo, 5 e 5 
não fazem 10, mas aproximadamente 10, quer dizer 10 mas também 9 ou 11. 
A resolução deste sistema aproximativo de representação das quantidades pode 
ser especificada pela fracção de Weber, que mede a mais pequena modificação 
de quantidade detectável sistematicamente. 

Nos macacos, uma área na base do sulco intraparietal contém neurónios 
que respondem às quantidades segundo este tipo de relação. É provável que o 
mesmo aconteça nos bebés humanos. Em todo o caso, a discriminação de 
quantidades nos bebés é função do ratio entre os seus valores numéricos. Assim, 
os bebés de seis meses de idade discriminam entre 4 e 8 elementos, 8 e 16 
elementos, ou 16 e 32, mas não entre 4 e 6, 8 e 12, ou 16 e 24. Este ratio de 
1:2, correspondente a uma fracção de Weber de 1, é independente da 
modalidade sensorial, visto que se observa para conjuntos de pontos como para 
sequências de sons. 

O bebé de 9 meses já é capaz de discriminar entre 4 e 6, 8 e 12 ou 16 e 
24 elementos, quer dizer em 3 meses ele passa de uma fracção de Weber de 1 a 
uma fracção de 0.5. Depois, a acuidade numérica continua a aumentar. Aos 5 
anos, a partir dos resultados obtidos numa tarefa de discriminação numérica que 
consiste em indicar qual de dois conjuntos tem mais elementos, a fracção de 
Weber é aproximadamente de .25, e nos adultos escolarizados cerca de .14. 

Os índios Munduruku da Amazónia encontram-se quase a este nível: .17, 
segundo Pica, Lemer, Izard e Dehaene (2004). Os Munduruku não têm nomes 
para quantidades superiores a 5, mas sabem que o cardinal de um conjunto 
muda quando se lhe junta ou retira um objecto, e têm assim uma representação 
aproximativa das quantidades quase equivalente à dos adultos escolarizados. 
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Em que situações é que os indivíduos não escolarizados, que não dispõem 
de representações numéricas verbais, são forçados a recorrer às representações 
aproximativas? Recentemente foi examinado o caso dos índios Pirahã, 
igualmente da Amazónia, cuja língua apresenta um repertório muito limitado 
de palavras relativas a números e não dispõe de morfologia singular — plural. 
Frank, Everett, Fedorenko e Gibson (2008) observaram que os Pirahã, numa 
tarefa de emparelhamento (“matching”) que consistia em pôr numa linha tantos 
balões quantos carretéis de fio lhes eram apresentados numa outra linha, foram 
capazes de realizá-la quando havia uma correspondência espacial imediata, 
eventualmente com diferenças no espaçamento, mas não quando as duas linhas 
eram ortogonais uma da outra, ou quando os participantes deixavam de ver a 
linha dos carretéis e tinham portanto de se basear na memória para realizarem o 
emparelhamento. Quer dizer, eles sabiam que, para que a resposta fosse correcta, 
devia haver exactamente o mesmo número de itens, nem mais nem menos um; 
porém, não eram capazes de equiparar o cardinal dos dois conjuntos quando o 
processo de correspondência exigia uma transformação mental, de natureza quer 
espacial (correspondência entre uma linha vertical e uma horizontal) quer 
temporal (entre um conjunto presente e outro memorizado). 

O sistema de representação aproximativa manifesta-se, entre outros 
factos, em dois efeitos. 


1. No chamado “efeito de distância numérica”, isto é, na maior dificuldade 
em discriminar duas quantidades que estão mais próximas uma da 
outra: tal como sucede com os macacos, nós, para escolhermos o maior 
algarismo entre dois, precisamos de mais tempo no caso de 5 versus 4 
do que no caso de 8 versus 1, mesmo quando nos apresentam os 
algarismos e apesar de sabermos muito bem que 5 é maior do que 4. 
Este efeito, que não desaparece com o treino, mostra que os números 
são convertidos automaticamente em representações analógicas das 
quantidades correspondentes. 


2. E no chamado “efeito de tamanho”, isto é, na maior dificuldade em dis- 
criminar entre duas grandes quantidades do que entre duas pequenas 
quantidades: precisamos de mais tempo para escolher o maior no caso 
de 9 versus 8 do que no caso de 3 versus 2 (Moyer & Landauer, 1967). 


Estes efeitos são mais pequenos com símbolos (algarismos) do que com 
estímulos não simbólicos, por exemplo colecções de pontos (Buckley & 
Gillmann, 1974). Isto deve-se ao facto de que os símbolos permitem representar 
as quantidades de maneira precisa. O que surpreende é que, mesmo apresentando 
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símbolos, os efeitos se observem sistematicamente. Isto só pode compreender-se 
se a resposta se basear numa representação mental que de algum modo se asse- 
melha a uma linha numérica e em que não só a posição correspondente ao 
algarismo é activada, mas também, de maneira decrescente, as posições mais 
próximas daquela. Quando 4 e 5 são apresentados haverá assim uma maior 
sobreposição de activação do que quando se apresenta 3 e 6, e ainda maior do 
que quando se apresenta 1 e 8, o que explica o efeito de distância. O efeito de 
tamanho, esse, requer uma hipótese adicional: que a linha numérica se comprima 
à medida que os números se tornam maiores, como numa escala logarítmica. 

Esta linha numérica mental é apenas um caso entre outras linhas mentais 
que permitem dar uma representação espacial a sequências ou contínuos que 
não são necessariamente espaciais: há evidência de linhas mentais para o 
decorrer do tempo, para a sequência dos meses, das letras, e para a altura das 
notas de música. À capacidade para representar sequências numa linha mental, 
em todo o caso de maneira espacial, é provavelmente uma capacidade biológica 
universal. 

No entanto, a direcção da linha mental numérica é influenciada pela 
cultura: na nossa cultura, ela é orientada da esquerda para a direita. Mas, 
independentemente do seu sentido, é importante ter em conta que ela não é 
uma pura construção cultural. À sua origem encontra-se na ligação forte que 
existe, na organização funcional do cérebro, entre as representações numéricas e 
espaciais. A espacialização dos números resulta da existência de circuitos 
cerebrais comuns que, por um lado, suportam a representação mental dos núme- 
ros €e, por outro, garantem a atenção ao espaço exterior. Muitos estudos têm 
mostrado que as tarefas numéricas implicam áreas parietais posteriores envol- 
vidas na percepção do espaço e na atenção espacial. 

Uma manifestação comportamental desta associação é o facto de as 
diferenças individuais nos viés de atenção espacial operarem da mesma maneira 
para as linhas físicas e para a linha numérica mental (Longo & Lourenço, 2007). 
Numa tarefa de bissecção de uma linha apresentada ao participante, os sujeitos 
normais mostram em geral uma ligeira tendência para cortarem à esquerda do 
meio real. Quando a tarefa consiste em escrever, sem calcular, na base da intui- 
ção e o mais depressa possível, o número que fica exactamente equidistante de 
dois números apresentados (por exemplo 17 — 64), respondemos em geral com 
números menores do que o verdadeiro número intermédio, portanto com um 
desvio para a esquerda na linha mental. Naquele estudo, este efeito estava 
correlacionado com o viés observado no corte de uma linha. 

Uma questão crucial é a de saber se a capacidade de representação 
aproximativa de números constitui um fundamento do desenvolvimento das 
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habilidades matemáticas e mais particularmente aritméticas, ou se, pelo con- 
trário, este desenvolvimento é independente daquela capacidade. 

Serão úteis duas observações preliminares antes de, na secção seguinte, 
procurarmos a resposta a esta questão. 


Primeira observação: é necessário ter em conta que o sistema de represen- 
tação aproximativa não se manifesta apenas em tarefas de comparação e de esti- 
mação mas também em situações de adição. Recentemente, Barth, Beckmann e 
Spelke (2008), apresentando animações da adição de uma sequência de sons a 
uma fileira de pontos, mostraram que as crianças de 5 anos podem escolher uma 
outra fileira de pontos que corresponde mais ou menos à sua soma. Antes de 
serem instruídas nas operações simbólicas, as crianças podem fazer adições a 
partir de representações que são ao mesmo tempo aproximativas e abstractas. 
São abstractas, porque a adição combina quantidades apresentadas em modali- 
dades perceptivas diferentes. E são aproximativas, porque ela é realizada sobre 
quantidades consideráveis (neste estudo iam de 15 a 56 elementos) e os 
resultados mostram um limite de ratio na sua precisão. Assim, a aritmética pode 
ser abstracta antes de ser simbólica. 


Segunda observação: os limites de precisão do sistema de representação 
aproximativa não são imutáveis; a experiência, em particular a redundância 
inter-sensorial, pode conduzir a aumentos importantes da habilidade de discri- 
minação. Quando a informação é redundante em mais do que uma modalidade 
sensorial, observa-se de modo geral uma melhoria do desempenho tanto nos 
seres humanos como em outros animais, ao longo do desenvolvimento dos 
indivíduos. Assim, nos bebés de 7 meses, a sincronização de movimentos de 
objectos com as suas vocalizações facilita a aprendizagem de relações arbitrárias 
entre a fala e os objectos (Gogate & Bahrick, 1998). 


Descobriu-se recentemente que este fenómeno também se observa para a 
discriminação numérica em bebés de 6 meses (Jordan, Suanda & Brannon, 
2008). A discriminação entre 8 e 12 saltos de bola foi testada depois da 
habituação a uma sincronização do impacto da bola com um som. A medida 
da habilidade de discriminação foi o tempo durante o qual o bebé continuou a 
olhar para a imagem fixa da última sequência do vídeo, comparando-se o caso 
em que o teste continha um número diferente de saltos da bola relativamente à 
fase de habituação com o caso em que este número era igual. Na condição 
experimental de redundância inter-sensorial, os bebés (14 em 16) olharam 
durante mais tempo no caso em que houve 12 saltos de bola na habituação e 8 
no teste, ou o inverso, do que no caso em que o número de saltos foi o mesmo. 
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Ora isto não aconteceu quando a informação era unicamente visual nem 
quando se apresentaram estímulos auditivos mas náo sincronizados com os 
saltos da bola. 

E importante lembrar que muitas experiéncias tém mostrado que nos 
bebés de 6 meses a fracção de Weber é de 1 (ratio de 1:2) e que a fracção de 0.5 
só é alcançada aos 9 meses. A utilização da redundância inter-sensorial teve 
portanto o efeito de acelerar o desenvolvimento da discriminação numérica, 
passando os bebés de 6 meses a serem tão eficientes quanto os bebés de 9 meses. 
Um mecanismo provável do efeito de redundância inter-sensorial é que esta 
tenha feito com que a atenção dos bebés se focalizasse melhor na propriedade 
abstracta do número e que esta propriedade também fosse melhor retida na 
memória. Sabe-se, aliás, que a resposta neural é aumentada nos casos de estimu- 
lação redundante. Muitas outras investigações serão necessárias antes de se poder 
utilizar este fenómeno em situações educacionais, mas é realista pensar que um 
trabalho deste tipo com as crianças nos primeiros anos de vida pode favorecer o 
desenvolvimento da acuidade numérica. 


3. Os conceitos de fonema e de número são fortemente influenciados 
pela sua representação escrita: o fonema torna discreto 
o que é co-produzido na fala, e o número lineariza uma escala 
não-linear 


Nenhuma espécie animal, à parte a humana, utiliza sistemas gráficos de 
representação. Estes sistemas, por tornarem permanentes as informações repre- 
sentadas, por potencializarem a sua comunicação e por permitirem diferentes 
tipos de combinação dessas informações, têm influenciado de maneira 
considerável a cognição humana, incluindo o próprio tratamento da fala e das 
quantidades. 

A influência da representação escrita da linguagem, e em particular da 
escrita alfabética, no tratamento da fala, manifesta-se no impacto que têm as 
representações ortográficas no reconhecimento das palavras orais. Sem a escrita 
alfabética, as sílabas teriam continuado a aparecer-nos como entidades globais, 
totalmente indecomponíveis. Sem ela, também não disporíamos da possibili- 
dade de prestarmos atenção especificamente às unidades subsilábicas, e em 
particular aos fonemas, quando temos dificuldade em perceber a fala no ruído. 
Além disso, a referência mental à forma escrita faz com que certas diferenças 
fonéticas passem mais despercebidas quando se escrevem da mesma maneira: 
ora, por exemplo, a fricativa não se pronuncia da mesma maneira em “lesma” e 
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“cesta”. E a diversidade grafémica na transcrição de um mesmo fonema afecta 
negativamente a rapidez de reconhecimento das palavras orais que contém este 
tipo de inconsisténcia entre as unidades da escrita e as da fala. 

No entanto, é sem dúvida comparativamente muito mais importante o 
papel que a escrita simbólica de quantidades tem tido no desenvolvimento da 
matemática. Será portanto esta influéncia que abordarei aqui, focalizando-me 
numa questão, a da transição da aritmética aproximativa à aritmética simbólica, 
de maneira geral e como consequência da aprendizagem da notação escrita por 
meio de números árabes. 

Sob o efeito da experiência com números e da instrução em matemática, 
as crianças depois de entrarem na escola primária começam a formar represen- 
tações numéricas lineares, isto é, representações em que a distância entre 
números sucessivos é igual, independentemente da sua posição na linha. Isto foi 
examinado por Siegler e Opfer (2003) com duas tarefas de estimação numérica 
em linhas que tinham O numa extremidade e 100 ou 1000 na outra. Na tarefa 
“número para posição”, mostrava-se ao participante um número e ele devia 
estimar a sua posição na linha; na tarefa “posição para número”, mostrava-se uma 
posição na linha e ele devia indicar o número correspondente. 

Com linhas de O a 1000, os resultados mostraram que, apesar de a tarefa 
“posição para número” favorecer o recurso a uma representação linear relati- 
vamente à outra tarefa, no 2.º ano da escola primária a maior parte das crianças 
recorram a uma representação de tipo logarítmico, a que chamámos apro- 
ximativa. O recurso aos dois tipos de representação era igualmente frequente 
no 4.º ano, e o recurso à representação linear já era claramente maioritário no 
6.2 ano e observado em todos os participantes do grupo de adultos. 

Com linhas de 0 a 100, as crianças do 2.º ano preferiam maioritariamente 
a representação linear, enquanto as crianças da pré-escola (5 anos de idade) 
utilizavam a representação aproximativa (Siegler & Booth, 2004). Enfim, com 
linhas de O a 10 (Opfer, Thompson & Furlong, 2007) as de 5 anos eram 
“lineares” e as de 4 anos “aproximativas”. 

A passagem de uma estimação numérica logarítmica a uma estimação 
linear, que tende a ocorrer no fim do 2.º ano da escola primária ou no início do 
3.º (Thompson & Opfer, 2008), pode também ser acelerada por meio de um 
treino com feedback correctivo. Isto foi documentado testando crianças entre o 
1.º e o 3.º anos (ou entre cerca de 7 e 9 anos e meio de idade, tendo os autores 
preferido apresentar a variável idade em vez da variável ano escolar — teria 
provavelmente sido ainda mais pertinente fazê-lo por meio ano escolar). 

O treino consistiu em mostrar à criança, com a ajuda de uma regra 
numerada de 10 em 10, a posição que ela tinha escolhido para o número que 
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lhe fora indicado, a fim de a fazer avaliar a eventual diferenca relativamente á 
posição correcta. Este treino incidiu sobretudo nas posições vizinhas de 150, 
com a linha de 1 a 1000. A razáo desta escolha está no facto de esta área ser a 
de maior discrepância entre as representações logarítmica e linear. 

Nas criangas mais jovens (de 7 a 8 anos e meio), a percentagem de erros 
diminuiu consideravelmente entre o pré-teste e o pós-teste no grupo treinado (de 
24% para 15%), mas náo no grupo de controlo. Mais importante, depois de cal- 
culado o tipo de função que melhor se ajustava aos dados, só o grupo treinado 
mostrou no pós-teste relativamente ao pré-teste, uma passagem clara da utilização 
de representações logaritmicas a representações lineares. Apresentando os resul- 
tados numa base individual: 69% das crianças treinadas produziram estimações 
lineares ao passo que isto foi o caso para apenas 29% das crianças não treinadas. 

Assim, a utilização de feedback correctivo numa região pequena mas 
estratégica de problemas de estimação produziu efeitos gerais. Esta passagem à 
estimação linear em função do treino pode variar segundo as crianças, mas ela é 
abrupta. Dá-se claramente no primeiro bloco de ensaios em que a função linear 
produz o melhor ajustamento aos dados para uma determinada criança. 

À representação linear da sequência de números é necessária para resolver 
problemas aritméticos e é favorecida ou tornada possível pela aquisição de um 
sistema de notação simbólica que nos dá acesso a algoritmos de cálculo exacto. 
Trata-se portanto de uma transformação de um modo espacial de representação 
das quantidades, e não da passagem a um modo simbólico não espacial. Além 
disso, a representação aproximativa não é abolida. Ela é utilizada e tem a sua 
utilidade, mesmo no indivíduo adulto, em certas circunstâncias, como quando 
é necessário estimar quantidades rapidamente, por exemplo a quantidade de 
alimentos disponíveis ou o número de inimigos. 

Os custos e os benefícios respectivos da representação linear e da repre- 
sentação aproximativa ou logarítmica também são invertidos quando se compara, 
sem pressão temporal, a estimação numérica e a estimação de fracções. A repre- 
sentação linear não é apropriada à estimação de quantidades fraccionais; ora, 
como as crianças aprendem que a representação linear é útil na maior parte das 
tarefas numéricas, têm tendência, elas e os adultos, a utilizá-las também na 
estimação de fracções em vez de utilizarem as suas representações iniciais, de 
tipo logarítmico, que são mais apropriadas. Isto está na origem de ilusões 
cognitivas em situações em que, por exemplo, se tem de comparar riscos. Tendo 
descoberto que 150 está mais perto de 1 que de 1000, temos tendência a pensar 
que 1/150 também está mais perto de 1/1 do que de 1/1000. A criança que 
julga que 150 está mais perto de 1000 do que de 1 está protegida da ilusão em 
que nós caímos nos problemas de fracções. 
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Thompson e Offer (2008) compararam, em crianças do 1.º ao 3.º ano, as 
estimações de fracções relativas a salários, numa linha que ia de $1/1 minuto a 
$1/1440 minutos, com as estimações numéricas. Note-se que, embora 60 esteja 
mais perto de 1 do que de 1440, k/60 está mais perto de k/1440 do que de k/1. 
Os resultados mostraram uma correlação negativa muito forte (r = -.80) entre a 
precisão da estimação numérica e a precisão da estimação de fracções. De 
maneira coerente, o treino nas estimações lineares à volta do ponto de discre- 
pância máxima entre as funções linear e logarítmica fez com que as crianças que 
tinham feito grandes progressos nas estimações numéricas cometessem, nas esti- 
mações de fracções, mais erros (61%) do que as crianças não treinadas (41%). 

Voltando à leitura, quase todos os psicolinguistas estão hoje convencidos 
de que existe uma interacção recíproca entre a aprendizagem da leitura e a 
consciência dos fonemas, isto é, a aprendizagem da leitura impulsiona a tomada 
de consciência dos fonemas e esta desempenha um papel importante no desen- 
volvimento do processo de descodificação grafofonológica. Uma relação do 
mesmo tipo tem lugar entre a aprendizagem da aritmética e o estabelecimento 
de uma representação linear das quantidades numéricas. 

Para números elevados, a passagem da representação logarítmica à linear 
dar-se-ia graças ao conhecimento dos símbolos numéricos escritos e à sua 
introdução em operações aritméticas. Isto poderia ser confirmado em adultos 
que não foram escolarizados e que não têm um conhecimento preciso do sis- 
tema de base 10 ou em todo o caso têm pouca prática na sua utilização escrita. 
Em tarefas de estimação numérica, estes adultos não deveriam basear-se numa 
representação linear, mas unicamente de tipo logarítmico. 

Quanto ao outro sentido da causalidade, ele tem sido demonstrado pelos 
efeitos obtidos com programas curriculares e em estudos de aprendizagem. No 
quadro de programas pré-escolares, como o Right Start e o Number Worlds, as 
crianças participaram em actividades numéricas destinadas a favorecer uma 
representação linear tanto dos grandes como dos pequenos números (jogos com 
quadros numéricos, actividades monetárias, etc.), o que conduziu a efeitos 
positivos no desempenho em matemática no 1.º ano de escolaridade. A aquisi- 
ção de uma representação linear manifesta-se em particular pelo aparecimento, 
ao lado de respostas correctas, de erros próximos da solução, o que é fre- 
quentemente observado durante a aprendizagem da aritmética (Geary, 2006). 
De facto, uma criança que dispõe de uma representação linear poderá aceitar 
que 24 + 18 possam fazer 52, mas recusará 82, o que não será o caso daquela 
que recorre a uma representação logarítmica (já que os logaritmos de 42 — a 
resposta correcta — e 82 são muito próximos: 3.74 e 4.41). 
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Booth e Siegler (2008) realizaram um estudo com criangas do 1.° ano 
primário, no segundo semestre, que mostra que as actividades de instrução que 
visam o desenvolvimento da representação linear influenciam de maneira espe- 
cífica a aprendizagem da aritmética. Mais precisamente, isto verificou-se na 
adição de números de dois algarismos, em que a criança devia, sem utilizar um 
algoritmo, indicar um número que pudesse ser a resposta correcta. 

Foram comparados trés grupos de criangas aos quais foram atribuídos 
diferentes procedimentos de instrução: no grupo “geração por computador”, 
mostrava-se às crianças linhas de O a 100 em que barras de cor vermelha, azul e 
púrpura mostravam os termos e a soma; no grupo “geração pela criança”, era esta 
que criava as três barras para representar aquelas três quantidades; e no grupo 
“geração pela criança e pelo computador”, elas criavam e recebiam as barras. 

Foi calculada a Percentagem de Erro Absoluto (PEA): a resposta da 
criança menos a resposta correcta, dividido pela escala (100). A partir de uma 
tarefa de estimação, realizada antes da instrução, foi também calculado um 
índice de representação linear, e este índice permitiu prever o PEA, tanto no fim 
do treino (r = -.45) como no follow-up (2 semanas mais tarde, r = -.54). Além 
disso, a introdução deste índice de linearidade numa análise de regressão, depois 
de terem sido introduzidas outras medidas de competência em matemática, 
permitiu explicar uma parte adicional de variância, o que demonstra a 
especificidade do papel causal da representação linear. 

A demonstração deste papel causal específico é tanto mais eloquente 
quanto é pouco provável que, em casa ou na escola, a criança seja confrontada 
com situações de estimação numérica numa linha. Além disso, este papel causal 
mostra que a habilidade aritmética não resulta apenas de uma aprendizagem de 
cor (rote learning). Se resultasse, não se esperaria que a linearidade da repre- 
sentação fosse determinante, nem que a apresentação de representações visuais 
precisas por meio de barras tivesse o efeito que teve. 

Aliás, o resultado mais interessante deste estudo, do ponto de vista das 
suas implicações pedagógicas, é o facto de a condição “geração por computador” 
ter conduzido a melhores resultados do que as outras (32% entre o pós-teste e 
o pré-teste, contra 17% na condição “geração pela criança” e 24% na condição 
“geração pela criança e por computador”). Este resultado mostra que a geração 
pela própria criança das quantidades numéricas não tem tão bom efeito quanto 
a geração precisa por computador. 

Uma explicação possível da diferença entre os programas “geração por 
computador” e “geração pela criança e por computador” pode estar no facto de que 
não é fácil para a criança distinguir entre as respostas erradas que forneceu e 


96 


aquelas, correctas, que lhe foram fornecidas pelo computador. A atribuição das 
informações à sua origem e a memorização desta atribuição são capacidades 
exigentes para uma criança. De modo geral, este resultado é consistente com as 
demonstrações de que raciocinar sobre as próprias respostas, correctas ou erra- 
das, não contribui para a aprendizagem, e que o que contribui é que a criança 
procure explicar as respostas correctas (Siegler, 1995). As representações visuais 
fornecidas devem ser precisas. 

Outros estudos têm mostrado que os objectos, pela sua carga significativa, 
e pelo facto de a criança ter dificuldade em considerá-los como puros símbolos, 
podem interferir com a aprendizagem das operações matemáticas (DeLoache & 
Burns, 1994). Por isso, as representações esquemáticas e precisas como os 
gráficos, os diagramas, ou, como neste estudo, simplesmente as barras, podem 
ilustrar de maneira mais transparente as relações matemáticas. 


4. A aprendizagem dos sistemas escritos de representação de fonemas 
e de quantidades envolve, inicialmente, processos conscientes 
e controlados; a prática intensiva destes processos conduz 
ao estabelecimento de habilidades de tratamento rápido 
e automático da informação correspondente 


Nenhuma destas duas aprendizagens tem lugar espontaneamente, e o 
mesmo acontece com a aquisição das competências cruciais que lhes estão 
associadas, nomeadamente a consciência dos fonemas e o conhecimento da 
sequência dos números, respectivamente. 

Em ambos os casos, tem de haver uma instrução explícita e sistemática, 
longa e progressiva. Em ambos os casos, a criança é conduzida a compreender 
certos conceitos e operações e, quase paralelamente, tem de praticar com fre- 
quência as respectivas actividades, a de leitura — mais exactamente, a desco- 
dificação grafofonológica — e a de cálculo. 

É esta prática, este exercício intensivo, que permite automatizar tudo o 
que é acto “técnico” e que conduz, no caso da leitura, à recuperação de uma 
representação lexical, em particular a pronúncia e o significado da palavra 
(que vão servir à interpretação da frase) e, no outro caso, o do cálculo, à recupe- 
ração de um facto aritmético (que vai ser utilizado na resolução de um problema). 

Estas características gerais do processo de aprendizagem são comuns à 
leitura e à matemática. Por conseguinte, é de aconselhar que os princípios de 
política educacional sejam também os mesmos. 
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Existe, no entanto, uma assimetria nas relacóes entre leitura e matemática. 
Os símbolos numéricos podem tomar a forma de algarismos árabes, mas 
também de palavras, escritas ou faladas, e de qualquer modo a codificação verbal 
na linguagem interior é obrigatória. Isto faz com que haja uma forte dependén- 
cia da proficiéncia em matemática relativamente 4 linguagem em geral e em 
particular à linguagem escrita. 

As habilidades específicas à leitura e à matemática devem ser situadas no 
contexto das respectivas actividades. 

O que é a actividade de leitura? É, em primeiro lugar, a identificação da 
palavra escrita. Sem ela, não há leitura — no sentido estrito de habilidade, leitura 
é isso mesmo — por mais elevadas que sejam as capacidades cognitivas e lin- 
guísticas da pessoa, criança ou adulto. Em segundo lugar, a actividade de leitura 
mobiliza estas capacidades para extrair o significado explícito ou implícito da 
frase, a partir da corrente estruturada de representações lexicais derivadas do seu 
tratamento. Aquilo que se chama habitualmente a “compreensão”, que se exerce 
tanto quando se escuta, fala, ou discursa, como quando se lê texto, é uma 
actividade consciente, intencional e controlada. 

Na leitura hábil, a identificação rápida, irreprimível, automatizada da 
palavra escrita, é acompanhada pela activação de uma área do giro fusiforme do 
hemisfério esquerdo, que por isso foi chamada “Visual Word Form Area”. 
Observou-se, em leitores de 7 a 18 anos que, quanto maior é a habilidade de 
identificação de palavras e de pseudopalavras, maior é activação nesta área e em 
áreas vizinhas (Shaywitz, Shaywitz, Pugh, Mencl, Fulbright, Skudlarski, Cons- 
table, Marchione, Fletcher, Lyon & Gore, 2002). No entanto, relativamente à 
identificação das palavras, a das pseudopalavras mostra também activação numa 
área frontal inferior esquerda do hemisfério esquerdo (Mechelli, Gorno-Tempini & 
Price, 2003), o que reflecte a intervenção de processos controlados, sem dúvida 
necessários à descodificação. 

No cálculo, no início da aprendizagem, observa-se uma actividade frontal 
importante, como mostrou um estudo com participantes entre 8 e 19 anos 
(Rivera, Reiss, Eckert 82 Menon, 2005). Os mais jovens foram praticamente 
todos capazes, sem errar, de verificar a precisão de equações de adição ou 
subtracção simples, do tipo “a + b = c” ou “a - b = c”. As áreas activadas incluíam 
estruturas frontais que intervêm na atenção e na memória de trabalho. Nos mais 
velhos, observou-se um padrão de activação muito diferente: esta era maior no 
córtex parietal esquerdo e no córtex temporo-occipital esquerdo, implicados 
respectivamente no tratamento de quantidades e no reconhecimento simbólico. 
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Assim, tal como na leitura, também no cálculo intervém dois circuitos 
neurais em função do estádio de aprendizagem. Além disso, a actividade cerebral 
difere segundo o tipo de operação aritmética. Um estudo de ressonância mag- 
nética funcional mostrou que, na sequência de um período de treino, a activi- 
dade frontal diminuíra, depois de um treino, tanto na subtracção como na mul- 
tiplicação (Ischebeck, Zamarian, Siedentopf, Koppelstatter, Benke, Felber & 
Delazer, 2006). Isto deve-se certamente a uma menor intervenção dos processos 
de controlo. No entanto, enquanto na subtracção a actividade do sulco intra- 
parietal, estrutura subjacente à linha mental, tinha aumentado, na multiplicação 
observou-se uma maior actividade do giro angular esquerdo, que intervém na 
recuperação do resultado a partir de uma memória a longo prazo, a memória 
verbal de factos aritméticos. É a recuperação automática que explica que, 
mesmo com números de um algarismo, a multiplicação seja mais rápida do que 
a subtracção, já que esta faz intervir um raciocínio sobre quantidades, necessa- 
riamente mais lento. 

Outro estudo que comparou dois grupos de adultos, respectivamente de 
alta e baixa competência matemático-numérica, produziu resultados que vão na 
mesma direcção (Grabner, Ansari, Reishofer, Stern, Ebner & Neuper, 2007). 
O grupo de alta competência apresentou uma maior activação do giro angular 
esquerdo durante a verificação da exactidão de problemas de multiplicação com 
números de um ou mais algarismos. Isto confirma a ideia de que aqueles que 
recuperam códigos verbais de maneira quase automática são os mais competentes. 

A dissociação entre a subtracção e a multiplicação manifesta-se tanto nos 
indivíduos normais (estudantes) como nos pacientes “acalcúlicos”, isto é que 
apresentam perturbações do cálculo. Quando se pediu aos estudantes que mur- 
murassem pseudopalavras simultaneamente com a realização de cálculos, a rapi- 
dez da resposta foi afectada na multiplicação, mas não na subtracção. Ao invés, 
a retenção da forma de uma figura abstracta atrasou a subtracção, mas não a 
multiplicação (Lee & Kang, 2002). Como se sabe, duas actividades da mesma 
natureza interferem uma com a outra. De maneira coerente com aquele resul- 
tado, nos pacientes os défices na subtracção são acompanhados geralmente por 
dificuldades no cálculo aproximativo, enquanto os défices na multiplicação 
estão frequentemente associados a uma afasia ou a uma alexia (Dehaene, Piazza, 
Pinel & Cohen, 2003; Cohen, Dehaene, Naccache, Lehéricy, Dehaene- 
Lambertz, Hénaff & Michel, 2000). 

Laurent Cohen descreveu, no Homem-Termómetro (2006), o caso da 
Senhora V. Quando a Senhora V. viu escrito 3 x 5, ela leu “seis vezes sete”, o que 
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desencadeou automaticamente a resposta “seis vezes sete quarenta e dois”. 
Portanto, deu a resposta correcta para o problema que enunciou, mas incorrecta 
para o problema que estava a ver. Com as subtracções passou-se o oposto: 
quando viu 9 - 2 leu mal também (“quatro menos três”), mas respondeu 7, 
portanto a resposta foi correcta para o problema que estava a ver, mas incorrecta 
para o problema que enunciou. Para as multiplicações a solução dependia do 
que enunciava, quer dizer do sistema de linguagem, e, para as subtracções, do 
que via, mesmo enunciando mal. 

Relativamente à leitura de textos, a actividade de resolução de problemas 
matemáticos não apresenta a mesma ordem de intervenção dos seus compo- 
nentes, isto é, das habilidades automatizadas e da escolha controlada, intencio- 
nal de uma estratégia. Na matemática, só depois de se ter pensado o problema 
e identificado o procedimento mais adaptado se aplica a habilidade operatória 
automatizada. Porém, tal como na leitura, sem esta habilidade, a resolução do 
problema pode ser penosa ou nem sequer ter lugar. 

Esta distinção, em duas fases de tratamento, é sobretudo lógica. À resolu- 
ção de um problema pode comportar vários ciclos de procura e aplicação de 
algoritmos, e a leitura de um texto não se faz, obviamente, identificando pri- 
meiro todas as palavras. No caso da leitura de texto, há o que a psicologia cogni- 
tiva chama um tratamento em cascata: o processo de compreensão começa logo 
que se identifica a primeira palavra de uma frase. 

Leitura de texto e resolução de problemas mobilizam portanto, através 
dos seus componentes conscientes e controlados, algumas capacidades que lhes 
são comuns: concentração da atenção, processos de raciocínio, e, parcialmente, 
capacidades de memória. Estas são apenas parcialmente comuns porque, 
embora os processos de recuperação das representações possam ser semelhantes, 
as representações elas mesmas são diferentes e provavelmente fazem parte de 
sistemas distintos. 

Finalmente, as dificuldades de leitura e de matemática provêm de factores 
de natureza muito diferente. Enquanto na leitura há uma continuidade nas 
variáveis, como a frequência e a complexidade estrutural das palavras, ou como 
o conhecimento prévio, na matemática há sobretudo relações de dependência 
entre conceitos e algoritmos que fazem com que certas aquisições continuem 
muito além do número de anos de instrução e prática necessários para se formar 
um bom leitor. De qualquer modo, tanto na leitura como no cálculo, é indis- 
pensável que a política educacional insista na necessidade de automatizar a 
recuperação da forma ortográfica das palavras e dos factos aritméticos. 
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5. Ambas as aprendizagens dependem fortemente de factores 
culturais e socioeconómicos, assim como do desenvolvimento 
das regióes cerebrais subjacentes ás capacidades correspondentes 


O facto de tanto a leitura como a matemática serem criacóes culturais faz 
com que as respectivas aprendizagens dependam de factores culturais, até 
mesmo civilizacionais, e socioeconómicos. 


A. Factores culturais e civilizacionais 


Uma distinção civilizacional que tem sido amplamente documentada em 
vários dominios cognitivos é a que opõe as culturas asiática e ocidental. Esta 
corrente de trabalho, que se baseia em grande parte na ideia de um tratamento 
dependente versus independente do contexto, curiosamente, tem deixado de lado 
as habilidades matemáticas. No entanto, pelas suas implicações potenciais, em 
particular no que respeita ao raciocínio proporcional, vale a pena considerá-la 
aqui a partir de um exemplo. 

No Teste “Linha-num-Quadro”, apresenta-se aos participantes, primeiro, 
um quadrado no interior do qual está desenhada uma linha (o modelo), e, 
depois, outros quadrados de diferentes tamanhos, nos quais eles devem desenhar 
uma linha, quer do mesmo tamanho da linha do modelo (tarefa absoluta) quer 
de um tamanho, tal que a proporção do tamanho da linha e do quadrado no 
modelo seja respeitada (tarefa relativa). Kitayama, Duffy, Kawamura e Larsen 
(2003) observaram que os universitários americanos são melhores na tarefa 
absoluta e os japoneses melhores na tarefa relativa. 

Nós reproduzimos este tipo de estudo com iletrados, ex-iletrados (todos 
não escolarizados) e letrados portugueses ou tailandeses, e observámos que os 
tailandeses e os não escolarizados portugueses são melhores na tarefa relativa, 
e que só os escolarizados (letrados) portugueses são melhores na tarefa 
absoluta (Ventura, Pattamadilok, Fernandes, Klein, Morais & Kolinsky, 
2008). Um estudo no prelo (Duffy, Toriyama, Itakura & Kitayama) revelou 
que as crianças ocidentais de 5 anos são melhores na tarefa relativa, enquanto 
as da escola primária (mesmo as mais jovens, entre 7 e 9 anos) são melhores 
na tarefa absoluta. 

Finalmente, descobrimos que, numa situação de classificação mesmo- 
-diferente com apresentação sequencial, os universitários portugueses são 
melhores na tarefa absoluta quando entre os dois estímulos há um intervalo de 
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500 ms, mas melhores na tarefa relativa quando o intervalo é só de 200 ms. 
(Fernandes, Ventura, Morais & Kolinsky, em preparação). 

Este conjunto de resultados mostra claramente que só os escolarizados 
em países ocidentais podem facilmente ignorar a configuracáo criada pelo 
contexto em que a linha é apresentada, e que mesmo eles náo evitam a 
influéncia do contexto quando tém pouco tempo para tratar e comparar os 
tamanhos exactos das linhas. O tratamento dependente do contexto ou pro- 
porcional parece ser, portanto, o mais espontáneo, imediato, e o tratamento 
independente do contexto desenvolver-se-ia sobretudo no meio escolar oci- 
dental, talvez sob a influência de uma educação da focalização da atenção 
sobre entidades ou objectos isolada. 

Já vimos que, na resolução de problemas de raciocínio proporcional com 
números, a aquisição de uma representação linear conduz a um pior desem- 
penho (Thompson & Opfer, 2008). No entanto, o raciocínio proporcional é 
uma forma quantitativa de raciocínio analógico. Ambos requerem a apreciação 
de relações de relações. E, quando os problemas são apresentados de maneira 
não quantitativa (a relação entre mão e luva é análoga da relação entre pé e 
sapato), as crianças de 6 anos e até menos são capazes de os resolver. Por exem- 
plo, podem concluir que o par meio-círculo e meio-rectângulo é análogo ao par 
um quarto de círculo e um quarto de rectângulo (Goswami, 1989). É quando 
o problema envolve unidades discretas que as crianças, mesmo mais velhas, até 
10 ou 12 anos, apresentam dificuldades. 

A contagem e a sua generalização aos problemas de raciocínio proporcio- 
nal têm um efeito negativo na resolução destes problemas. Isso faz com que as 
crianças tenham mais dificuldade com problemas de proporções em que a con- 
tagem é possível do que quando não é. Boyer, Levine e Huttenlocher (2008) 
compararam quatro situações de escolha da proporção correcta entre duas 
alternativas, relativamente a um alvo, e o desempenho para crianças até ao 
4.º ano primário foi sempre mais fraco quando o alvo e as alternativas permitiam 
a contagem do que quando não a permitiam. É portanto a tendência para 
comparar quantidades numéricas que está na origem da dificuldade e não o 
raciocínio proporcional em si. 

Há indicações de que as mães asiáticas ensinam o raciocínio proporcional 
mais frequentemente do que as mães de países ocidentais. Isto foi observado, por 
exemplo, num estudo que comparou as interacções mãe — criança, com mães 
chinesas e americanas e crianças entre os 5 e os 7 anos (Pan, Gauvain & Cheng, 
2006). Os autores utilizaram uma situação de jogo em que apresentou à mãe e à 
criança três bonecos (papá, mamã e bebé) que comiam quantidades diferentes de 
bagos de uva em função do seu tamanho, sem explicitar o ratio (1:2:4), e em que, 
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depois, se lhes pediu que jogassem juntas para distribuírem outros alimentos 
entre os bonecos. Também disseram ás máes que falassem com a crianga como 
entendessem e que náo havia maneira correcta ou errada de o fazer. 

Segundo as respostas a um questionário, as máes chinesas que ensinavam 
cálculo em casa eram mais numerosas do que as americanas (70% e 16%) e, 
segundo um teste individual, as criangas chinesas demonstraram ser melhores 
em matemática. Estes dados corroboram outros que mostram que as familias 
chinesas dáo grande importáncia á aprendizagem da matemática e que, ao 
entrarem na escola, as criangas chinesas já sáo melhores do que as americanas 
nas adições com soma inferior a 10 (Geary, Bow-Thomas, Fan & Siegler, 1993). 
Porém, em relação ao jogo das proporções, cerca de um terço das mães, quer 
chinesas quer americanas, nao identificaram o ratio e nao forneceram uma 
instrução conceptual durante a instrução. Em ambos os grupos, as mães que 
mencionaram as relações de ratio resolveram em média 95% dos problemas, ao 
passo que as que não as mencionaram só resolveram 46%. 

O resultado mais interessante deste estudo é o facto de a instrução em 
cálculo e a instrução conceptual, efectuadas pela mãe durante a interacção, 
terem, respectivamente, uma relação negativa e uma relação positiva com o 
desempenho da criança nos pares chineses, mas não nos pares americanos. 
Como as crianças chinesas já têm melhor proficiência em cálculo, a instrução 
em cálculo pode distraí-las do raciocínio proporcional. Em contrapartida, 
contrariamente às crianças americanas, as chinesas progrediram com a instrução 
sobre as relações de ratio. 

Outros estudos têm examinado as diferenças interculturais nas inte- 
racções entre os professores e as crianças na sala de aula (cf., por exemplo, 
Schleppenbach, Perry, Miller, Sims & Fang, 2007). A comparação China — USA 
tem recebido muita atenção, desde que, entre outros, Stevenson, Lee, Chen, 
Lummis, Stigler, Fan e Ge (1990) afirmaram, comparando classes de Chicago e 
de Pequim, que as piores classes chinesas tinham melhores resultados que as 
melhores classes americanas. Stevenson & Stigler (1992) também observaram 
que os professores chineses tinham um papel de líder das suas classes durante 
muito mais tempo do que os americanos (90% e 47%, respectivamente). Em 
particular, eles provocavam mais frequentemente discussóes colectivas com os 
alunos sobre problemas matemáticos difíceis. Elas teriam uma compreensão 
mais profunda dos conceitos matemáticos (Ma, 1999), forneceriam explicações 
mais substanciais dos procedimentos (Perry, 2000), e ofereceriam mais 
frequentemente múltiplas soluções para um determinado problema (Geary, 


1994). 
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Aqui está um exemplo de discussão numa aula americana, extraído de 


Schleppenbach ez al. (2007): 


Professor: Bem, que outra coisa pode fazer 1/4? Aluno 1. (pedido de cálculo) 
Aluno 1: Hmm... 3/16? (cálculo) 

Professor: 3/16 (repetição), 3 vezes 4...? (pedido de cálculo) 

Aluno 1: Faz 12. (cálculo) 

Professor: 3 vezes 4 faria 12. (repetição) 

Aluno 1: 3/12. (cálculo) 

Professor: Podemos dizer 3/12, aluno 1? (verificação de compreensão) 

Aluno 1: Sim. (indicação de compreensão) 

Professor: Sim, está correcto. (aprovação) Isso segue o nosso padrão. 


E numa aula chinesa: 


Professor: Preencham os números. À partir daquele lado. Aluno 1, o primeiro. 
(pedido de cálculo) 

Aluno 1: 12/36 igual a 9 sobre? (cálculo) 

Professor: O quê? Fala mais alto. (pedido de cálculo) 

Aluno 1: Iguala 3/9. (cálculo) 

Professor: De 36 a 9, por quanto se divide o denominador? (pedido de cálculo) 

Alunos (em conjunto) : 4. (cálculo) 

Professor: Para mantermos a fracção constante (explicação do objectivo), o nume- 
rador deve ser dividido por quanto? (pedido de cálculo) 

Alunos (em conjunto): 4. (cálculo) 

Professor: Portanto é 3/9. 


O professor chinés fez pedidos de cálculo com maior frequéncia e numa 
das vezes fé-lo depois de relembrar o objectivo. Dizendo “para mantermos a 
fracção constante o numerador deve ser dividido por quanto?”, ele insistiu no 
procedimento, e foi neste contexto que ele pediu ao aluno que calculasse. De modo 
geral, Schleppenbach et al. (2007) notam que, em comparação com os profes- 
sores americanos, os chineses discutem mais os procedimentos, as regras e O 
raciocínio e estimulam os alunos a exprimir as regras verbalmente. 

Estas observações vão muito além de um factor linguístico que foi sobres- 
timado enquanto factor explicativo das diferenças interculturais em mate- 
mática. Este factor linguístico é o facto de que, para certos blocos de números 
(especialmente o bloco 10-20, com nomes mais simples e consistentes com os 
princípios de base 10), a estrutura de base 10 é mais óbvia no chinês do que no 
inglês (ou no português): 
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Onze — eleven : dez-um 

Doze — twelve : dez-dois 

Vinte — twenty : dois-dez 

Vinte e sete — twenty-seven : dois-dez-sete 


Miller, Smith, Zhu e Zhang (1995) observaram que não havia diferença 
entre as crianças chinesas e americanas na contagem até 10, nem de 20 a 99, mas 
que havia uma diferença a favor das chinesas na contagem entre 10 e 20. A reci- 
tação dos números aos 4 anos foi correcta em 23% das crianças americanas e em 
48% das chinesas, e a superioridade chinesa manteve-se ainda aos 6 anos: 74% 
e 98%, respectivamente. 

O ponto de partida da superioridade das crianças chinesas em matemática 
pode ser, do ponto de vista cognitivo, o facto de elas desenvolverem uma repre- 
sentação multimodal das quantidades numéricas. 

Siegler e Mu (2008) compararam crianças americanas e chinesas de 5 anos 
na adição de números de um algarismo e na estimação da posição de um 
número numa linha de O a 100. Esta tarefa não é praticada nem nas famílias 
chinesas nem nas americanas. No entanto, a hipótese dos autores era que a prá- 
tica das crianças chinesas na contagem, incluindo a contagem pelos dedos, e na 
aritmética lhes permitiria compreender melhor as quantidades numéricas. Em 
particular, através da contagem pelos dedos, a criança estabeleceria associações 
entre as representações visuais, cinestésicas, verbais e numéricas, o que poderia 
conduzir a um melhor resultado na tarefa de estimação. 

Os resultados mostraram que enquanto a função que se ajustava melhor 
aos juízos de estimação das crianças americanas era a logarítmica, a que se 
ajustava melhor às respostas das chinesas era a linear. E muito mais chineses do 
que americanos produziram um comportamento de estimação correspondente 
a uma representação linear (62% »s. 17%). É provável que a redundância inter- 
sensorial, que Jordan et al. (2008) mostraram acelerar o desenvolvimento da 
competência numérica nos bebés, tenha tido um papel importante nesta preco- 
cidade da representação linear nas crianças chinesas. 

Também se pode compreender nesta perspectiva os dados de imagiologia 
cerebral que mostram que, em situações de comparação e adição de números 
árabes, os chineses apresentam maior activação nas áreas motoras e os anglófo- 
nos nas áreas da linguagem (Tang, Zhang, Chen, Feng, Ji, Shen, Reiman, & 
Liu, 2006). Isto também pode estar ligado ao ensino da aritmética às crianças 
chinesas por meio do ábaco, que, indicando o valor da posição através da 
manipulação de blocos de base 10, permite uma compreensão visuo-motora do 
número. Também é possível que a estrutura espacial dos dois ou três milhares 
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de caracteres chineses que tém de ser aprendidos na escola primária concorra 
para desenvolver as competências visuo-espaciais e, de facto, as crianças chinesas 


mostraram-se superiores às crianças gregas numa tarefa de rotação mental 
(Demetriou, Kui, Spanoudis, Christou, Kyriakides, & Platsidou, 2005). 


B. Factores socioeconómicos 


Até aqui, considerei o papel das diferenças culturais em termos civiliza- 
cionais. Concluirei examinando o papel das diferenças socioeconómicas, tanto 
na leitura como na matemática, e pondo os efeitos potenciais desta variável em 
relação com os efeitos do desenvolvimento do cérebro. 

Vários estudos têm mostrado uma relação entre o nível socioeconómico 
das famílias e a performance nas diferentes habilidades componentes da leitura, 
sejam as habilidades operacionais com fonemas, a leitura de palavras e de 
pseudopalavras, ou a compreensão. Potencialmente mais interessante é a ques- 
tão de saber se a modulação de uma dessas habilidades pelo nível socioeconó- 
mico depende de uma outra. 

Noble, Farah e McCandliss (2006a) colocaram esta questão no que 
respeita à relação entre a consciência fonémica (avaliada na base de testes de 
subtracção e fusão) e o nível de leitura, avaliado separadamente a partir de testes 
de leitura de palavras e pseudopalavras e compreensão de texto. Sendo a cons- 
ciência fonémica uma competência fundadora da leitura, esta questão 
específica tem todo o sentido. Os resultados, calculados em 150 crianças do 
1.º ano de escolaridade e tratados por análise de regressão, mostraram que a 
interacção entre a consciência fonémica e o nível socioeconómico só era signifi- 
cativa para a leitura de pseudopalavras. A diferença em leitura de pseudopa- 
lavras através dos diferentes níveis socioeconómicos era mais pronunciada nos 
níveis baixos. 

Várias interpretações são possíveis. Uma é que só a habilidade de leitura 
que depende fortemente da consciência fonémica, isto é, a habilidade de leitura de 
pseudopalavras, é suficientemente sensível à demonstração de uma interacção 
entre a consciência fonémica e o nível socioeconómico. Outra interpretação 
possível é que a aplicação da consciência fonémica na descodificação é muito 
mais tributária da instrução do que a leitura de palavras e a compreensão. Neste 
caso, poder-se-ia pensar que as crianças de baixo nível socioeconómico tiram menos 
proveito da instrução do que as outras, ou, alternativamente, que as crianças de 
nível socioeconómico alto beneficiam de uma instrução de melhor qualidade. 
Como lembram os autores deste estudo, factores como os cuidados com a 
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saúde, a educação precoce, e a qualidade da estimulação para a leitura no meio 
familiar estão associados ao nível socioeconómico. 

Qualquer que seja a interpretação correcta daqueles resultados, eles mos- 
tram que a boa política educacional consiste em proporcionar às crianças de 
baixo nível socioeconómico programas mais intensivos de treino em consciência 
fonémica. 

Noutro estudo (Nobles, Wolmetz, Ochs, Farah & McCandliss, 2006b), 
foram seleccionadas 38 crianças do 1.º ao 3.º ano da escolaridade para exame, 
em ressonância magnética funcional, da activação suscitada especificamente pela 
apresentação de pseudopalavras. Estas crianças, que tinham habilidades opera- 
cionais com fonemas abaixo da média e um nível socioeconómico muito 
diverso, foram recrutadas de maneira a que não houvesse correlação entre estas 
duas variáveis. Assim, foi possível observar directamente a relação entre a cons- 
ciência fonémica e a actividade cerebral, nas áreas de interesse, através dos níveis 
socioeconómicos. 

Nas crianças de baixo nível socioeconómico comparadas com as de alto 
nível, a habilidade fonémica estava mais fortemente associada à activação da 
região fusiforme do hemisfério esquerdo, uma região implicada no tratamento 
ortográfico. E, enquanto nas de baixo nível socioeconómico a habilidade foné- 
mica também estava associada à activação do giro temporal superior do hemis- 
fério esquerdo, nas de alto nível observou-se a relação inversa, isto é, nestas, a 
habilidade fonémica estava associada à activação do mesmo giro, porém no 
hemisfério direito. 

Isto implica que a consciência fonémica, fundamento da leitura alfabética, 
é particularmente influente na predição da actividade cerebral de leitura nas 
crianças de baixo nível socioeconómico. Ao invés, nas de nível alto, que têm 
maior acesso aos recursos da literacia (exposição ao material escrito, portanto à 
ortografia das palavras) esta influência é amortecida. Assim a única região que, 
nas crianças de nível socioeconómico alto, mostra especificamente uma relação 
entre a habilidade fonémica e a activação cerebral é o giro temporal superior 
direito. Shaywitz, Shaywitz, Fulbright, Skudlarski, Mencl, Constable, Pugh, 
Holahan, Marchione, Fletcher, Lyon & Gore (2003) mostraram que este giro é 
activado durante a leitura de pseudopalavras nos adultos que foram maus 
leitores e recuperaram. Esta área poderia portanto ser recrutada de modo com- 
pensatório nas crianças de nível socioeconómico alto, estabelecendo-se então aí 
a relação entre a habilidade fonémica e a leitura de pseudopalavras. 

Parece portanto bastante claro que os factores neurobiológicos, cognitivos 
e socioeconómicos estão inter-relacionados, e que se deve ter em conta estas 
inter-relações na determinação das políticas educacionais de aprendizagem da 
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leitura. As crianças de nível socioeconómico elevado podem encontrar uma 
compensação para eventuais défices fonológicos na riqueza intrínseca em 
literacia do seu meio. Ao invés, as crianças de nível socioeconómico baixo, visto 
que lhes falta esta riqueza, precisam de uma instrução ou reeducação parti- 
cularmente importante das habilidades fonémicas. 

É conveniente não esquecer que as aprendizagens culturais como as da 
leitura e da matemática começam na média infância e se prolongam pelo menos 
até ao limiar da adolescência. Portanto, ao examinar-se o decurso destas apren- 
dizagens e a maneira como elas são influenciadas pelos factores associados ao nível 
socioeconómico, tem de ter-se em conta o desenvolvimento das estruturas neurais 
correspondentes. As áreas cerebrais de desenvolvimento mais lento durante a 
infância devem ser em princípio mais sensíveis às influências ambientais. A menos 
que se inverta o raciocínio e se considere que são as aprendizagens que prolongam 
o desenvolvimento neural das estruturas que as suportam. As novas descobertas 
sobre a grande plasticidade do cérebro permitem admitir esta hipótese. 

As áreas da linguagem têm um desenvolvimento lento e a linguagem é o 
domínio funcional, segundo Nobles, McCandliss e Farah (2007), que acusa a 
maior influência do nível socioeconómico. Esta variável explicou 32% da 
variância nos testes de linguagem (vocabulário e habilidades fonológicas), 
16.7% da variância nos testes de habilidades visuo-espaciais (testes de orientação 
de linhas e de rotação mental), e partes menores da variância noutros tipos de 
capacidade, como a memória e o controlo cognitivo. Além disso, o nível socioeco- 
nómico, depois de introduzida a linguagem na análise de regressão, continuou 
a explicar uma parte significativa da variância nas habilidades visuo-espaciais. 

Uma análise mais fina dos factores de ambiente mostrou que o meio fami- 
liar e escolar explicaram 24% da variância em linguagem, e que o nível socioeco- 
nómico explicou uma variância adicional única de 11%. 

Este estudo não examinou especificamente as habilidades em matemática. 
No entanto, é de assinalar que a participação na pré-escola explicou uma parte 
significativa da variância nas habilidades visuo-espaciais. Tendo em conta a rela- 
ção tanto neural como cognitiva entre a matemática e as habilidades visuo-espa- 
ciais, parece justificado defender a importância para as matemáticas da genera- 
lização e do aprofundamento da educação destas habilidades na pré-escola. 

Enfim, segundo o mesmo estudo, depois de se controlar os efeitos dos 
factores ambiente familiar e escolar, as associações entre o nível socioeconómico 
e quer a linguagem quer as habilidades visuo-espaciais ficaram fortemente 
reduzidas. Isto significa que há realmente espaço para as políticas educacionais. 
À intervenção educacional tem claramente potencial para reduzir as diferenças 
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de performance devidas ao nivel socioeconómico. Esta conclusão só pode 
contribuir para aumentar a importáncia da missáo e o sentido de responsabili- 
dade das autoridades e dos agentes educacionais. 
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LA RÉSOLUTION DE PROBLEMES ARITHMÉTIQUES 


MICHEL FAYOL” 
& CATHERINE THEVENOT** 


Des situations-problémes á la résolution 
de problémes arithmétiques 


Les situations problèmes rencontrées par les enfants et les adultes dans la 
vie quotidienne (e.g., achats, échanges, mesures, comparaisons) sont autant 
d'occasions d’être confronté à des questions d’“arithmétisation du monde” 
(Nunes & Bryant, 1996). Ces activités sont insérées dans l'environnement 
physique et social qui 4 la fois génére ces activités, fournit au moins certains 
soutiens sociaux et certains moyens conventionnels pour les mener á bien et 
impose le plus souvent une obligation de réussite. C’est pourquoi la participa- 
tion des enfants á ces situations est souvent restreinte, sans étre pour autant 
absente. Selon la culture, la classe sociale d’appartenance, certaines de ces situa- 
tions, tels les achats ou les mesures, se trouvent abordées de manière arithmé- 
tique alors que tel n'est pas le cas de certaines autres. Par exemple, les jeunes 
vendeurs de rue brésiliens décrits par Nunes, Schliemann et Carraher (1993) 
sont capables de résoudre dans la quasi-totalité des cas les problémes relatifs aux 
bonbons et aux prix. Il est vraisemblable qu'ils ne parviennent pas au même 
niveau de performance lorsque les situations problémes portent sur d'autres 
domaines (e.g., la réalisation d'habits 4 partir de tissus ou le calcul du nombre 
de tuiles nécessaires à la réalisation d'un toit) alors que d'autres enfants issus 
d'autres cultures sont susceptibles d’y réussir. Faute de recherches abordant ces 
questions, on évalue mal |’étendue et l’impact de ces situations. Toutefois, les 
différences environnementales jouent sans doute un róle important dans la 
manière dont les enfants ou les adultes font l’expérience de la résolution de 
problémes et se trouvent plus ou moins motivés à “arithmétiser” ou “mathéma- 
tiser” le réel avant ou parallélement a la scolarisation. 

Lavantage des confrontations aux situations-problémes 4 résoudre est 
qu elles conduisent les enfants comme les adultes à développer des représenta- 
tions et des procédures de traitement sanctionnées par leur succés. Ces procé- 
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dures sont d’abord des actions déployées à l'extérieur, puis intériorisées si elles 
sont suffisamment souvent sollicitées. Leur organisation dépend trés fortement 
des contraintes des situations dans lesquelles elles apparaissent. Pour trouver le 
prix de 10 noix de coco à 35 cruzeiros l’une, [un des jeunes vendeurs brésiliens 
procéde ainsi (Carraher, Carraher 82 Schliemann, 1985): “trois valent cent 
cing, avec trois de plus, deux cent dix, pause. Il y en a encore quatre. C'est 
(pause) trois cent quinze (pause), ça semble être trois cent cinquante”. Lenfant 
s'appuie ici, outre sur ses capacités de raisonnement, sur ses connaissances anté- 
rieures relatives 4 des quantités de noix dont il sait déja combien elles coútent. 
Lexpérience vécue exploite des capacités sans doute caractéristiques des étres 
humains et induit l’apprentissage de savoirs (e.g., 35 x 3 = 105) et dhabiletés 
(e.g., de décomposition) qui peuvent demeurer non formulées. On connait 
encore relativement mal ces habiletés, les conditions d’environnement qui en 
favorisent le développement et |’éventuel impact sur les acquisitions ultérieures, 
scolaires ou non. Pourtant, elles conduisent à Parithmétisation du réel, qui n'est 
qu'une forme particulière de construction et de manipulation de représentations 
symboliques. Certaines données des situations sont quantifiées et les opérations 
effectuées sur les nombres ainsi obtenus permettent une prédiction le plus 
souvent trés précise du résultat que donnerait la réalisation effective des trans- 
formations (Barrouillet & Fayol, 1995). Par exemple, si deux camions pésent 
respectivement 12 et 18 tonnes, je peux savoir, sans les réunir physiquement que 
leur poids total est de 30 tonnes, et donc que je dois éviter de leur faire traver- 
ser simultanément un pont dont la charge maximale est de 25 tonnes. 
Larithmétisation et la mathématisation des situations consistent à élaborer 
des représentations symboliques quantifiées du réel puis à opérer sur ces 
quantifications de sorte que les résultats des opérations (arithmétiques) 
effectuées sur les représentations symboliques fournissent une approxima- 
tion acceptable (dont le degré d'adéquation est fixé par ailleurs) des résul- 
tats qui seraient effectivement obtenus par application dans le réel d’ac- 
tions correspondant aux transformations symboliques (e.g., accroisse- 
ments, diminutions, répartitions, etc.) (Fayol, Thevenot & Devidal, 2005). 

Même si l’école met parfois en place ou exploite de véritables situations- 
-problèmes pour en étudier l’arithmétisation, les activités arithmétiques scolaires 
sont la plupart du temps suscitées par des situations évoquées verbalement. Le 
passage de situations de problèmes réellement vécues à des situations évoquées 
verbalement et qu'il faut mentalement construire rend les problèmes abstraits. 
Par exemple (Fayol, Camos & Roussel, 2000), imaginons un ouvrier devant 
creuser une tranchée et sachant par expérience qu'il lui faudra 20 heures pour y 
parvenir. Son employeur propose de lui affecter un compagnon avec lequel il 
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partagera la tâche. L'ouvrier sait d'emblée que 10 heures suffiront pour venir à 
bout du travail. Imaginons enfin que ce méme ouvrier, ou un apprenti, se trouve 
en session de formation et qu'il reçoive un énoncé du type: “Un ouvrier met 20 
heures pour creuser une tranchée. Combien mettront 2 ouvriers?”. Létude de ce 
genre de situation et de beaucoup d'autres montre que les solutions proposées 
sont trés souvent erronées. Par exemple, dans le cas présent, la réponse 40 heures 
(i.e., 20 heures chacun x 2 ouvriers) serait fréquente. Les recherches ont montré 
que l’une des difficultés essentielles des activités de résolutions de problèmes 
arithmétiques réside non pas, ou en tout cas pas exclusivement ou principale- 
ment, dans le traitement des opérations, méme si elles ont une certaine impor- 
tance, mais dans la compréhension ou l'interprétation des énoncés et dans la 
mise en relation du résultat de cette compréhension avec les procédures de réso- 
lution. 


La résolution de problemes arithmétiques 


Le traitement de problémes présentés sous forme verbale occupe une 
place importante dans les cursus scolaires. Toutefois, il serait illusoire de consi- 
dérer que toutes les activités scolaires de résolution de probléme mobilisent les 
mêmes processus. De fait, l'étude des manuels scolaires, l'analyse des conduites 
de classe et le recueil de réponses à des questionnaires suggèrent que coexistent 
deux grandes catégories d'activités entre lesquelles la frontière est parfois diffi- 
cile à établir: celles qui visent à modéliser et arithmétiser les situations en vue de 
résoudre les problèmes correspondants; celles qui cherchent plutôt à exercer des 
routines de résolution (schémas de problèmes) voire des algorithmes (Gravemeijer, 
1997). 

Sans doute pour des raisons tenant à la plus grande facilité de la gestion 
pédagogique des classes, l’activité d’arithmétisation des situations s'appuie le 
plus souvent sur des situations qui ne sont pas “réelles” mais évoquées verbale- 
ment: les énoncés de problèmes. Ceux-ci décrivent des situations à propos 
desquelles les informations fournies aux élèves sont à la fois incomplètes et 
déductibles. En procédant de manière systématique et rigoureuse, il est possible 
de déterminer précisément la valeur des inconnues, et donc de résoudre le 
problème. Si les énoncés sont bien choisis, cela conduit même à induire une 
(re)conceptualisation des situations, et à favoriser la progression des savoirs et 
savoir-faire arithmétiques (Brissiaud, 2002). Evidemment, même lorsque l’ob- 
jectif poursuivi est l'incitation et l'initiation à Parithmétisation, cela nécessite 
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que les situations décrites soient épurées et que ne soient envisagées que les 
informations indispensables. Cela vaut pour Parithmétique comme pour la 
physique ou la chimie (e.g., on étudie la chute des corps en faisant dans un 
premier temps au moins “comme si” les frictions étaient absentes). Il s'ensuit 
que les énoncés ont un caractére souvent sommaire, la description des situations 
étant réduite au minimum. 

Toutefois, la plupart des énoncés de problèmes proposés aux élèves ne 
visent pas seulement voire pas prioritairement l’arithmétisation des situations. 
Les systèmes scolaires ont, au moins en Occident (cf. Learning and Instruction, 
1997), élaboré des exercices spécifiques dont l'objectif est explicitement l'ap- 
prentissage systématique de la résolution de problèmes particuliers. Ces exer- 
cices exigent des élèves qu'ils résolvent des problèmes dont les formes et conte- 
nus sont stéréotypés. Les énoncés évoquent et simulent des situations par le 
langage, oral ou écrit, e.g., “Paul et Marie ont ensemble 40 euros. Marie a trois 
fois plus d'argent que Paul. Combien chacun d’entre eux a-t-il d’argent?”. Il 
s’agit bien d'évocations et de simulations en ce sens que les situations décrites 
peuvent être imaginées de manière analogique mais ne reçoivent pas de sanction 
du réel. Ce caractère décontextualisé a beaucoup d’avantages mais il est vrai- 
semblablement responsable d’une partie des erreurs relevées dans les résolutions, 
notamment celles qui consistent à fournir des réponses irréalistes (un camion 
pesant 1500 tonnes; un livre coûtant 15 000 euros) (Verschaffel, De Corte & 
Lasure, 1994; Wyndhamn & Säljö, 1997). 

Ces énoncés relatent le plus souvent une histoire d’un type textuel parti- 
culier. Des informations manquent, que l'élève doit pouvoir calculer en s'ap- 
puyant sur les données fournies et sur ses savoirs et savoir-faire. Par ailleurs, la 
résolution fait appel au symbolisme mathématique (e.g., chiffres, signes). Il s’en- 
suit que la compréhension d’un énoncé de problème nécessite vraisemblable- 
ment la construction de deux types de représentation, l’un consistant à se repré- 
senter le déroulement des événements et les relations entre les entités évoquées 
(i.e., un modèle de situation), l’autre visant l'interprétation arithmétique de la 
situation-problème (i.e., le schéma de problème), qui conduira à la sélection ou 
à l'invention de la procédure de résolution (e.g., quelle est la valeur recherchée? 
Quelles relations entretient-elle avec les autres?). La première tâche à laquelle 
sont confrontés les enfants est la compréhension des énoncés. Elle nécessite 
de construire une représentation mentale analogique la plus proche possible 
de celle qui est requise pour la résolution (modèle mental, Johnson-Laird, 1983, 
ou modèle de situation, van Dijk & Kintsch, 1983; cf. Fayol, 1992; Fayol & 
Gaonach, 2003). 
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Les difficultés de la résolution de problémes arithmétiques 


Les études conduites au cours des trois derniéres décennies ont fait appa- 
raître deux grandes sources de difficultés. La première tient aux caractéristiques 
de la táche elle-méme. La seconde a trait aux caractéristiques des individus qui 
sont confrontés à ces situations de résolution. 


Les difficultés inhérentes a la táche 


La fréquence des erreurs de résolution de problémes arithmétiques a 
conduit à étudier en détail d'une part, la sémantique des problémes, c’est-a-dire 
les différentes catégories de situations susceptibles de se présenter et d’autre part, 
impact des modulations de formulation (Fayol, 1990, 1991). Les études rela- 
tives a ces difficultés ont essentiellement été conduites en ce qui concerne les 
problémes additifs. 

Il est admis que les opérations requises — addition vs soustraction — ne 
suffisent pas à déterminer la difficulté (relative) des problèmes (Bilsky & Judd, 
1986). Ce sont les caractéristiques sémantiques ou conceptuelles concernant les 
accroissements, diminutions, combinaisons d'ensembles d'éléments qui jouent 
le róle essentiel. La prise en compte de ces caractéristiques a conduit à distinguer 
trois grandes catégories de problémes (Carpenter 82 Moser, 1982, 1983; 
Carpenter, Hiebert & Moser, 1981; Riley, Greeno & Heller, 1983): 


— problemes de Changement (Réunion ou Séparation), qui impliquent 
la survenue d’au moins une transformation “temporelle” appliquée a 
un état initial et aboutissant à un état final (e.g., Paul avait 5 bonbons. 
Jean lui a donné 3 bonbons. Combien de bonbons a-t-il maintenant?); 


— problémes de Combinaison, qui mettent en jeu des situations statiques 
(e.g., Paul a 5 bonbons dans sa main gauche et 3 bonbons dans sa main 
droite. Combien Paul a-t-il de bonbons en tout?); 


— problémes de Comparaison, qui font intervenir des quantités statiques 
mais avec mise en relation par le biais d’expressions du type “plus que 
/ moins que” (Riley, Greeno, & Heller, 1983). 


Cette classification permet de répertorier une large série d'énoncés. Elle 
ne prend toutefois pas en considération [ensemble des possibilités (voir 
Vergnaud, 1982). Il reste que, la question principale est évidemment de savoir 
si et comment elle rend compte des différences dans les comportements de réso- 
lution des enfants, voire des adultes. 
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Des taxonomies aux procédures de résolution 


Les premiéres recherches ont rapporté les taux de réussite d'enfants de 
6 à 9-10 ans aux différents types de problèmes. Les travaux ultérieurs ont cher- 
ché à décrire les procédures utilisées et leur évolution au cours de cette même 
période. Les résultats globaux montrent premiérement que les problemes de 
type Changement sont plus faciles que les autres, que la transformation évoquée 
soit positive (accroissement) ou négative (diminution). Les problémes de type 
Comparaison sont les plus difficiles. Ils montrent deuxièmement que la nature 
de Pinconnue constitue l’une des sources principales de difficulté: le taux de 
réussite baisse progressivement lorsque le calcul porte sur l’état final (plus facile), 
la transformation (ou le complémentaire) ou l’état final (plus difficile) (Rosen- 
thal & Resnick, 1974). Ces différences de réussites s'expliquent par le recours à 
des procédures de résolution qui changent en fonction des types de problémes 
(Carpenter,1985; Carpenter & Moser, 1983). 

Les procédures utilisées par les enfants pour résoudre les problèmes addi- 
tifs sont d'emblée variées: réunir (vs séparer) physiquement puis dénombrer; 
compter a partir du premier cardinal fourni ou á partir du plus grand des deux; 
compter en arriére à partir de ou jusqu a; mettre en correspondance; récupérer 
directement la réponse en mémoire (Baroody, Ginsburg & Waxman, 1983). La 
plupart sont fortement corrélées avec certains types de problémes. Ainsi, avec 
“Jean avait 8 billes. Il en a donné 5”, les enfants utilisent trés fréquemment la 
séparation “physique” de la collection initiale en deux sous-ensembles. Avec 
“Jean a 8 billes. Tom a 5 billes. Combien Jean a-t-il de billes de plus que Tom?”, 
cest la correspondance terme 4 terme qui domine (De Corte & Verschaffel, 
1987). Enfin, cette corrélation entre types de problémes et procédures, trés forte 
chez les plus jeunes, s’atténue au cours des années de scolarité. En troisième 
année primaire, les deux tiers des réponses sont obtenues en recourant aux “faits 
numériques” directement récupérés en mémoire (Ashcraft & Battaglia, 1978; 
Ashcraft & Fierman, 1982). 

En résumé, les plus jeunes utilisent des procédures de résolution tendant 
4 simuler en actions extériorisées ou intériorisées les transformations 
décrites dans les énoncés. Il ny a pas, à ce niveau, recours à des opérations 
arithmétiques. Les enfants peuvent “réussir” 4 trouver les réponses exactes sans 
passer par une mathématisation des situations. Toutefois, les problemes difficiles 
4 modéliser en actions ne peuvent pas étre résolus, par exemple ceux compor- 
tant un état initial inconnu. Laccês au comptage mental léve un certain nombre 
de difficultés mais la plus ou moins grande facilité de simulation par des actions 
joue encore un rôle. Toutefois, la flexibilité des calculs s’accroit, permettant de 
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recourir 4 la commutativité pour résoudre des problémes qui resteraient trés 
difficiles 4 traiter par mise en ceuvre de transformations effectives ou imaginées 
(Baroody, 1987; Baroody & Gannon, 1984; Brissiaud, 2002). Dans le méme 
temps, le stockage, en mémoire à long terme de faits “numériques” augmente la 
flexibilité potentielle et élargit Péventail des procédures disponibles pour résou- 
dre une méme situation-probléme (Siegler & Shrager, 1984). 

Toutefois, les procédures relevées ne sont pas strictement associées aux 
seules dimensions conceptuelles des problemes. Elles dépendent aussi de la pré- 
sentation des énoncés. 


L'impact de la présentation des énoncés 


Les premiers travaux ont mis en évidence une hiérarchie de difficulté en 
fonction d'une part, de la sémantique des problémes et d’autre part, de la nature 
de l’inconnue. Les résultats des recherches ultérieures ont montré que les dimen- 
sions sémantiques n'étaient pas seules à intervenir, et même que, parfois, leur 
impact s'avérait faible par rapport à celui de la formulation. 

Les énoncés de problèmes décrivent de manière souvent stéréotypée des 
situations dont les caractéristiques sont sommaires. Ces traits tiennent à deux 
contraintes. Premièrement, les situations évoquées sont épurées: seuls sont 
retenus les éléments indispensables à la mise en évidence du problème et à sa 
résolution, ni plus, ni moins. Le réalisme des descriptions, la possibilité d’y trou- 
ver des indications en relation avec les expériences vécues et les savoirs person- 
nels sont réduits. Deuxièmement, les conditions pragmatiques d'utilisation de 
ces énoncés sont très ritualisées, ce qui limite les erreurs d'interprétation, au 
moins pour ceux qui les rencontrent suffisamment souvent. Tel n'est pas le cas 
pour les enfants les plus jeunes. L'existence de ces deux catégories de contraintes 
permet d'expliquer une série d'observations recueillies auprès de jeunes enfants. 

De Corte et Verschaffel (1985) rapportent des cas d'incompréhension de 
la présupposition. Par exemple, confronté à l'énoncé “Pierre a 3 pommes. Anne 
lui donne 5 pommes de plus”, un enfant refuse quAnne puisse donner des 
pommes car, dit-il, “elle n’a pas de pommes”. En toute rigueur, cet enfant a 
raison: la formulation canonique des énoncés aboutit le plus souvent 4 laisser 
implicites de telles informations. La modification de la formulation, notam- 
ment par Pexplicitation des présupposés induit une amélioration des perfor- 
mances chez les plus jeunes. Le problème “Jean a gagné 3 billes. Maintenant il 
a 5 billes. Combien Jean avait-il de billes au début?” résolu correctement par 
seulement 13% des enfants de niveau C.P. atteint 33% de réussite quand il est 
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formulé comme suit “Jean avait quelques billes. Il en a gagne 3 de plus. 
Maintenant il a 5 billes. Combien Jean avait-il de billes au début?”. Dans une 
perspective proche, Stern et Lehrndorfer (1992) ont montré que les énoncés 
étaient d'autant mieux compris qu'ils faisaient référence 4 des situations fami- 
lières (pour le lecteur) et significatives pour lui. La connaissance préalable et le 
caractére significatif des situations décrites facilitent tous deux l'élaboration du 
modele mental par comparaison avec d'autres situations plus abstraites. 

En ce qui concerne l’impact du lexique, les faits les plus nombreux et 
probants montrent que les termes ou expressions relationnels soulévent 4 tout 
âge mais particulièrement chez les plus jeunes, de grandes difficultés. Hudson 
(1983; Davis-Dorsey, Ross, 82 Morrison, 1991) a montré qu'un problème du 
type “Il y a 5 oiseaux et 3 vers. Combien y a-t-il d'oiseaux de plus que de vers?”, 
réussi par 17% chez des enfants de maternelle, Pest à 83% s'il est formulé 
comme suit: “Il y a 5 oiseaux et 3 vers. Combien d'oiseaux ne mangeront-ils pas 
de vers?”. Eviter les termes relationnels pour décrire une méme situation 
entraine donc une nette amélioration des performances (Cummins, Kintsch, 
Reusser & Weiner, 1988). Lewis et Mayer (1987) ont relevé des difficultés 
comparables chez les étudiants. Par exemple; le taux d’erreurs est, chez eux, plus 
élevé avec l’énoncé “Jean a 3 billes. Il a 5 billes de moins que Tom” qu'avec “Jean 
a 3 billes. Tom a 5 billes de plus que Jean”. Mayer et Hegarty (1996) ont montré 
que les étudiants lisent plus lentement et commettent plus d'erreurs avec les 
problémes dont les termes relationnels (plus que/moins que) ne correspondent 
pas directement aux opérations arithmétiques (e.g., de plus 4 une addition). 
L'impact des items lexicaux est particulièrement net chez les enfants, mais il ne 
disparait pas chez les adultes (Briars & Larkin, 1984; Escarabajal, 1987; 
Fletcher, 1985; Kintsch & Greeno 1985). Sa mise en évidence chez ces derniers 
requiert soit des mesures précises (e.g., des durées de réponse) soit l’utilisation 
de tâches secondaires, qui font alors (ré)apparaître des erreurs qu'on pensait 
disparues. 

La forme “rhétorique” des énoncés intervient également. Rosenthal et 
Resnick (1974) ont soumis à des enfants de 8-9 ans des problèmes dont les 
énoncés comportaient des transformations (gain vs perte) dont l’ordre d'intro- 
duction variait. Ces auteurs ont observé que les performances étaient meilleures 
lorsque l’ordre d'énonciation correspondait à l’ordre chronologique de survenue 
des événements. Dans une perspective différente, Fayol, Abdi et Gombert 
(1987) ont donné à résoudre des problèmes à état initial ou final inconnu à des 
enfants de 6 à 10 ans. Pour cela, ils ont modifié systématiquement Pemplace- 
ment de la question: tantôt en début, tantôt enfin d'énoncés. Les résultats obte- 
nus font clairement apparaître que le placement en tête de la question entraîne 
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à tous les âges et pour la plupart des problèmes une amélioration des perfor- 
mances par rapport a la présentation canonique, dans laquelle la question appa- 
raít en fin d'énoncé. De plus, cette amélioration se révéle plus importante lors- 
qu'il s'agit des problémes les plus difficiles. Ces modifications sont associées à 
des changements de procédures. En particulier, lorsque les données numériques 
sont difficiles 4 traiter et que la question se situe 4 la fin des énoncés, les 
problèmes de recherche de l’état initial sont traités comme s’il s'agissait de 
rechercher l’état final. Une telle “simplification” a été observée à plusieurs 
reprises (Cummins & al. 1988; Escarabajal, 1987). Devidal (1996; Devidal, 
Fayol 82 Barrouillet, 1997) a étudié la lecture et la résolution de problèmes 
de transformation, réputés faciles, et de comparaison, réputés difficiles, chez 
des élèves de 10 ans, bons ou faibles en lecture et/ou en arithmétique. Chez tous 
les élèves, mais notamment chez les plus faibles, le placement de la question en 
début d'énoncé augmente significativement les réussites aux deux catégories 
de problèmes. Ce résultat suggère que la difficulté majeure rencontrée par 
ces enfants ne réside pas principalement, dans leur incapacité à conceptualiser 
les situations décrites mais dans les difficultés de traitement et d'intégration des 
informations issues de l’énoncé. On peut penser que la formulation initiale 
de la question allège le stockage des données numériques et leur affectation aux 
variables de la situation. En plaçant la question en position initiale, même les 
plus faibles parviennent à résoudre la majorité des problèmes. 


L'effet des différences inter-individuelles 


L'étude des différences inter-individuelles et de leur impact sur les perfor- 
mances en résolution de problèmes arithmétiques n’a pas jusqu'alors suscité de 
programme suivi de recherches. On dispose simplement ici et là de résultats 
dont l'intégration en une conception d'ensemble ne va pas de soi. 

Les résultats disponibles dans la littérature font apparaître des différences 
très importantes de réussite entre les individus, bien qu'ils appartiennent au 
même niveau scolaire ou que des épreuves standardisées aient permis de les 
répartir dans des groupes relativement homogènes. Ce constat vaut aussi bien 
pour le tout-venant des adultes et des enfants que pour les individus présentant 
des troubles (Dowker, 1998). La question est donc de rechercher les facteurs 
susceptibles de rendre compte de cette très importante disparité de perfor- 
mances. 

Les résultats les plus clairs proviennent de plusieurs études ayant cherché 
à identifier les sources potentielles de réussite et d’échec en résolution de 
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problèmes provenant de différences inter-individuelles. Ils font ressortir impact 
de trois dimensions. Kail et Hall (1999), Muth (1984), Swanson, Cooney 
et Bock (1993), utilisant pourtant des démarches de recherche différentes et 
travaillant sur des populations également différentes (mais toujours des enfants 
entre 8 et 12 ans), aboutissent 4 des conclusions proches et complémentaires. 
Tout d'abord, la performance en lecture (au sens de la compréhension de textes) 
constitue le meilleur prédicteur de la réussite en résolution de problémes arith- 
métiques. Ensuite, le deuxiéme meilleur prédicteur est la réussite aux opérations 
arithmétiques. Enfin, la capacité de la mémoire de travail apporte également 
une contribution significative, mais son poids est moins important et varie 
d'une recherche à une autre. D’autres variables peuvent également influer sur 
chacune de ces trois dimensions (e.g., Dowker, 1998). Toutefois, l'impact et le 
poids des trois premières dimensions est confirmé par d’autres données. 

Il paraît clair que les individus confrontés à un énoncé doivent en premier 
lieu en traiter la forme pour construire une représentation intégrée de la situa- 
tion décrite, représentation permettant de déterminer comment se sont dérou- 
lés les événements (ou comment s'organisent les données) évoqués et de perce- 
voir les informations manquantes, celles précisément qu'il faut calculer. Ceux 
qui se contentent par exemple d’une prise d’information portant sur les seules 
données numériques peuvent certes réussir ponctuellement mais leurs perfor- 
mances restent limitées (Hegarty, Mayer & Monk, 1995; Mayer & Hegarty, 
1996). Levine, Jordan et Huttenlocher (1992) montrent que les difficultés asso- 
ciées à la présentation verbale des informations commencent très tôt. Levine 
et al. ont comparé chez des enfants de quatre à six ans la résolution de problèmes 
additifs et soustractifs fournis soit sous forme de manipulations d'éléments sans 
verbalisation soit sous forme d'énoncés relatant des histoires (e.g., Michel avait 
x balles. Il en reçoit y de plus. Combien a-t-il de balles maintenant?) soit sous 
forme de faits arithmétiques à retrouver ou à calculer (e.g., Combien font x et 
y?). A tous les ages, les performances étaient meilleures avec les problèmes 
présentés sous forme non verbale qu'avec ceux qui étaient formulés verbale- 
ment. Dès 4 ans, les enfants réussissaient au moins certains items mais il fallait 
attendre qu'ils aient 5 1/2 à 6 ans pour parvenir à des succès équivalents lorsque 
la présentation était verbale, sous forme d'énoncés ou de faits numériques. Le 
recours au langage, parce qu'il exige que les individus puissent évoquer les quan- 
tités à partir de leur dénomination verbale, peut rendre plus difficile la résolu- 
tion d'opérations ou de problèmes. A cela s'ajoutent les difficultés plus spécifi- 
quement lexicales ou rhétoriques. Dès lors, comme nous l'avons vu, rendre plus 
explicites certains aspects de la situation décrite, respecter l’ordre de survenue 
des événements, employer un lexique adapté à la population testée améliorent 
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significativement les performances des enfants (De Corte & Verschaffel, 1987; 
De Corte, Verschaffel 87 De Winn, 1985). 

Le fait que les énoncés soient trés souvent présentés sous format écrit 
permet de comprendre que sous cette modalité se cumulent les difficultés langa- 
gières et celles qui ressortissent à la lecture elle-même. Les données de la littéra- 
ture attestent l'existence d'une comorbidité entre troubles de la lecture et de 
l’arithmétique (Badian, 1983; Gross-Tsur, Manor & Shalev, 1996; Shalev, Manor 
& Gross-Tsur, 1997). Les enfants qui présentent une association des deux 
troubles ont un profil arithmétique encore plus faible que ceux qui présentent 
un trouble isolé de l’arithmétique. Dans une étude longitudinale portant sur des 
enfants suivis du CE1 au CE2, Jordan, Kaplan et Hanish (2002) rapportent que 
les enfants qui commencent avec des difficultés en lecture présentent plus 
souvent que les autres (i.e., qui ont un trouble isolé de l'arithmétique) des diffi- 
cultés en arithmétique au cours de leur scolarité primaire ultérieure. Ce constat 
vaut bien que les épreuves arithmétiques aient été données oralement. 

Plusieurs hypothèses sont envisageables, qui pourraient expliquer la rela- 
tion entre langage et arithmétique d'une part, entre lecture et arithmétique 
d'autre part (Durand, Hulme, Larkin, & Snowling, 2005; Fayol, 2002). La 
capacité à évoquer mentalement les quantités à partir des dénominations indé- 
pendamment des caractéristiques concrètes des entités concernées et la compré- 
hension de ce que l’ordre des noms de nombre code de manière conventionnelle 
Paccroissement des quantités soulévent chacune des problémes spécifiques qui 
pourraient expliquer que les enfants présentant des troubles du langage aient des 
difficultés parfois três importantes d'acquisition et de manipulation de la numé- 
ration verbale. Toutefois, les recherches portant sur le dénombrement n’ont pas 
réussi à mettre en évidence qu'un trouble langagier était susceptible d’affecter 
soit l’activité elle-même soit la qualité de son résultat (i.e., la cardinalité). Le 
langage peut aussi avoir un effet indirect sur la cognition arithmétique. Les 
dissociations décrites en neuropsychologie et les fortes corrélations entre troubles 
du langage et des faits arithmétiques (i.e., récupération directe en mémoire, sans 
calcul, de l'association entre opérandes et résultat) constituent autant d'argu- 
ments en faveur d'un codage verbal des faits arithmétiques. Or, beaucoup d'enfants 
dits dyscalculiques présentent des déficits d'apprentissage et/ou de récupération 
de ces faits. Quant à [existence d'une relation entre lecture et arithmétique 
indépendante du langage, elle pourrait tenir 4 ce que les enfants qui lisent 
acquiérent de ce fait de nouvelles connaissances propres á la modalité écrite 
(Fayol, 1997). Par exemple, Swanson ez al. (1993) montrent que, méme si la 
capacité des enfants 4 repérer et classer les énoncés de problémes en catégories 
ne constitue pas le meilleur prédicteur des performances en résolution de 
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problèmes arithmétiques, cette capacité est corrélée (r = .27) avec l'exactitude de 
la résolution. Il se pourrait que [acquisition des différentes catégories de pro- 
blémes (ou schémas) s'effectue de maniére implicite en fonction, d'une part, 
de la fréquence de chaque catégorie (Fayol, 1991) et, d'autre part, de la maítrise 
de la lecture. Il est en effet vraisemblable que Pextraction des régularités textuelles 
tels le schéma de récit (Fayol, 1985, 2000) et le schéma de probléme (Devidal, 
1996) soit conditionnée par une vitesse et une efficience suffisantes en lecture. 

Autant les travaux relatifs aux différences interindividuelles en lecture sont 
nombreux autant ceux qui abordent la question de l'éventuel impact des nom- 
bres et des opérations sont rares. Pourtant, plusieurs recherches rapportent un 
effet significatif de cette dimension sur la performance en résolution. Muth 
comme Swanson et al., déjà cités, montrent qu'il s'agit du deuxiéme prédicteur 
des performances. Kail et Hall observent que |’amélioration des résultats aux 
opérations (additions, soustraction, etc.) entre 8 et 12 ans se traduit par une 
amélioration subséquente des performances en résolution de problémes. Les 
données de Jordan et al. (2002) confirment cela dans la mesure où les enfants 
présentant un trouble affectant les seules mathématiques progressent mieux et 
plus vite que les autres. A notre connaissance, Ostad (1998) est le seul a avoir 
comparé les performances d'enfants (norvégiens) de CE1, CM1 et de classe de 
sixième au développement arithmétique normal (MN) ou déficient (MD) à 
deux épreuves, l’une portant sur des additions et soustractions présentées isolées, 
l’autre utilisant les mêmes opérations insérées dans le contexte verbal des 16 
énoncés issus de la classification de Riley et al. (1983). Ostad note que les MN 
progressent au cours de la scolarité alors que les MD stagnent dés le CE1. Cette 
stabilité des performances des MD est associée à la persistance des procédures 
les plus primitives de résolution des opérations: utilisation de matériel (cubes, 
jetons) ou recours aux doigts. Jordan et Montani (1997) aboutissent à la même 
conclusion, notant toutefois que les MD (sans troubles de la lecture) manipu- 
lent trés habilement les doigts et que leurs performances augmentent s'ils dispo- 
sent de tout le temps nécessaire pour résoudre les opérations. Le comportement 
des MD se rapprocherait de celui des perfectionnistes (Siegler, 1988). Au con- 
traire, les procédures mobilisées par les MN évoluent vers le comptage mental 
et la mémorisation des faits numériques. Brissiaud (2002, 2003) a montré que 
la résolution exacte de certains problémes présente un niveau de difficulté qui la 
rend dépendante de connaissances évoluées relatives aux opérations, leur sens et 
leur conduite. Par exemple, le problème (1), qui pour un adulte apparaît équi- 
valent à (2), se révéle beaucoup plus difficile pour les enfants, comme Pattes- 
tent les pourcentages de réussite fournis entre parenthéses. La méme remarque 


vaut pour (3) et (4). 
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(1) Eric avait 47 billes. Il perd 3 billes. Combien a-t-il de billes mainte- 
nant? (56%) 


(2) Eric avait 47 billes. Il perd 44 billes. Combien a-t-il de billes mainte- 
nant? (15%) 


(3) Eric avait 44 billes. Il gagne des billes. Maintenant il a 47 billes. Com- 
bien a-t-il gagné de billes? (54%) 


(4) Eric avait 3 billes. Il gagne des billes. Maintenant il a 47 billes. Com- 
bien a-t-il gagné de billes? (10%) 


Ces résultats suggèrent que la sémantique des problèmes ou la représen- 
tation de la situation décrite ne suffisent pas à rendre compte de la difficulté 
relative des problèmes arithmétiques. La résolution devient complexe lorsque la 
représentation initiale (i.e., le modèle mental) de la situation décrite est discor- 
dante par rapport à l’économie de la résolution numérique. Les problèmes (1) 
et (3) peuvent être résolus respectivement par activation d’une procédure de 
comptage arrière à partir de 47 et avant à partir de 44, ce qui les rend très faci- 
lement et précocement réussis. L'activation de ces mêmes procédures respective- 
ment pour (2) et (4) conduit à des résolutions longues et complexes, difficiles 
soit à mettre en œuvre soit à imaginer. Or, appliquer à (2) et (4) les procédures 
inverses (respectivement comptage avant à partir de 44 et comptage arrière à 
partir de 47) rendrait ces problèmes faciles à résoudre. Cela suppose toutefois 
que soit construite par Penfant Péquivalence des procédures des points de vue à 
la fois conceptuel et calculatoire. Or, ces équivalences ne vont pas de soi et 
nécessitent un enseignement. En effet, alors que les problèmes (1) et (3) peuvent 
être résolus par des enfants même non scolarisés, la mise en œuvre des procé- 
dures requises pour résoudre (2) et (4) semble requérir la scolarisation. Le même 
raisonnement peut être tenu en ce qui concerne les fractions. Il pourrait sans 
doute également s'appliquer au constat de Bernardo et Okagaki (1994) relative- 
ment au comportement d'adultes devant écrire l'équation correspondant à “Il y 
a 6 fois plus d'étudiants (E) que de professeurs (P)”. Três souvent l'écriture erro- 
née 6 E = P est obtenue au lieu de 6 P = E. 

Swanson et al. remarquent que la capacité de la mémoire de travail consti- 
tue l’un des déterminants de la réussite en résolution de problèmes. Toutefois, 
la quasi totalité des recherches conduites sur ce thème se contentent de consta- 
ter [importance de cette dimension sans préciser comment elle intervient. Ainsi, 
Klein et Bisanz (2000) sont partis d'un triple constat. D'une part, les données 
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issues de la recherche attestent que les enfants sont três jeunes (avant même l’ac- 
quisition du langage) sensibles aux transformations (e.g., ajouter ou enlever des 
éléments) de la quantité des collections (Fayol & Seron, 2005). D'autre part, les 
performances en résolution de problémes simples correspondant á ces transfor- 
mations mais présentés verbalement restent longtemps très faibles (Levine et al., 
1992; Fayol, 2002). Jordan et al. postulent que c'est le format verbal de présen- 
tation qui rend difficile la construction de la représentation des situations 
décrites, et donc la réussite à la résolution. Enfin, toutefois, l'analyse détaillée 
des résultats de Levine et al. montre que, même en présentation impliquant peu 
ou pas de verbalisation, les performances des enfants restent modestes (environ 
50% de réussite). Ils émettent donc l'hypothèse que les limites de capacité 
contribuent à rendre difficile la résolution des problèmes simples, même sous 
présentation non verbale. Ils définissent ainsi un indice correspondant à la taille 
maximale de la quantité à manipuler mentalement pour résoudre un problème 
donné (1.e., le RSS: Representational Set Size). Par exemple, le RSS est de 6 pour 
4 + 2 mais de 4 pour 4 — 2. Ils proposent alors à des enfants de 4 ans plusieurs 
épreuves, dont une de résolution d'additions et de soustractions. Ces opérations 
varient quant au RSS (faible vs élevé) et quant au nombre de termes (2 ou 3). 
Les résultats montrent, conformément aux hypothèses, que le RSS, et non la 
compréhension des situations, prédit les performances pour les opérations à 
deux comme à trois termes. Klein et Bisanz en concluent que les concepts asso- 
ciés à la résolution des additions et soustractions à 2 ou 3 termes ne posent pas 
problème. En revanche, le nombre maximum d'entités mentalement manipu- 
lables apparaît déterminant. Cette interprétation est en accord avec des résultats 
de travaux portant sur les performances des bébés et des très jeunes enfants 
(Feigenson, Carey & Hauser, 2002). 

Les données de Klein et Bisanz (2000) portent sur le traitement de la 
dimension numérique des problèmes. Elles font apparaître [impact des limites 
de capacités sur ce traitement. Elles s'ajoutent ainsi à d'autres données qui s'at- 
tachent, elles, au traitement des énoncés eux-mêmes. Ainsi, comme nous l'avons 
déjà signalé, Devidal (1996; Devidal, Fayol & Barrouillet, 1997) a montré que 
tous les élèves de 10 ans, mais notamment les plus faibles en mathématiques 
et/ou en lecture, bénéficient du placement de la question en début d'énoncé. 
Celui-ci augmente significativement leurs réussites. Là encore, la conceptualisa- 
tion des situations décrites ne semble pas constituer l'obstacle majeur. Celui-ci 
paraît tenir aux difficultés de traitement et d'intégration des informations issues 
de l’énoncé. Devidal et al. proposent que le placement initial de la question 
allège le stockage des données numériques et leur affectation aux variables de la 
situation, diminuant ainsi la charge en mémoire de travail et permettant même 
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aux plus faibles de résoudre les problèmes réputés les plus difficiles (1.e., ceux de 
comparaison). Cette interprétation est compatible avec les résultats des recher- 
ches portant directement sur l’impact de limites de capacité sur la compréhen- 
sion en lecture (Fayol, David 82 Rémond, 2000; Gaonac'h & Larigauderie, 
2000). 

En résumé, les résultats issus d'études de groupes et ceux provenant de 
recherches mettant l'accent sur les différences interindividuelles convergent 
pour attester l'importance de trois dimensions: la maitrise du langage et de la 
lecture, [importance des aspects numériques, le rôle de la limitation des capaci- 
tés de traitement. Il reste toutefois à tenter de comprendre comment elles inter- 
viennent au cours même de l’activité de résolution, depuis l’encodage de 
l’énoncé jusqu'au contrôle de la solution. 


Vers une modélisation de la résolution des problémes arithmétiques 
Les modeles de résolution 


Kintsch et Greeno (1985), Nathan, Kintsch et Young (1992) et Reusser 
(1989, 1990) postulent que la compréhension et la résolution d'un probléme 
arithmétique verbal se réalisent en transitant par différents niveaux de représen- 
tation, certains textuels, d'autres situationnels (Kintsch, 1998, pp. 333-370; 
Staub & Reusser, 1995). 

Pour Kintsch et Greeno (1985), les phrases de |’énoncé sont transformées 
en une suite de propositions correspondant à la “base de texte” à laquelle est 
coordonnée une seconde structure qualifiée de “modèle de problème” qui ne 
contient que les informations pertinentes pour la résolution du probléme. Pour 
construire ce modêle, le lecteur infére les informations nécessaires à la résolution 
et qui ne sont pas incluses dans la base de texte, et exclut les informations de la 
base de texte qui ne sont pas requises pour la solution. Les problémes sont ainsi 
résolus grace à la construction d'un ensemble de micro-schémas, chacun 
représentant un état du probléme, puis à la coordination de ces différents sché- 
mas en fonction de schémas d’ordre supérieur correspondant aux schémas de 
problémes décrits par Riley ez al. (1983). Les places 4 instancier dans les micro- 
-schémas correspondraient aux objets, quantités, spécifications et róles propres á 
l’énoncé du problème. La nature du schéma d'ordre supérieur à mobiliser serait 
déterminée par la présence d'indices particuliers dans le texte du probléme telles 
que des expressions linguistiques. Par exemple, le probléme “Jean a 3 billes, Tom 
a 5 billes. Combien Jean et Tom ont-ils de billes ensemble?” serait représenté par 
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un premier micro-schéma dans lequel la nature des objets en cause est “billes”, 
la quantité est “3”, et la spécification est “Jean” et d'un deuxiéme micro-schéma 
dans lequel la nature des objets en cause est “billes”, la quantité est “5”, et la 
spécification est “Tom”. Enfin, la lecture de la question permettrait de prendre 
connaissance de la nature du schéma d'ordre supérieur 4 mobiliser. Plus précisé- 
ment, le terme “ensemble” indiquerait au lecteur que le schéma dans lequel 
doivent prendre place les micro-schémas est celui de Combinaison, schéma dans 
lequel les quantités de billes de Jean et de Tom jouent le róle des parties à réunir 
pour aboutir a la solution. Une fois ces róles instanciés dans le schéma, le pro- 
bléme serait résolu par addition des deux termes. 

Reusser (1989), Staub et Reusser (1995) comme Nathan et al. (1992) 
considèrent que le modèle de Kintsch et Greeno (1985) postulent l'existence, en 
plus du modêle de probléme, d'une autre représentation construite à partir de 
la base de texte: le “modèle épisodique de situation” ou “modèle mental” qui 
correspond à un modele “non-mathématique”. Pour Reusser, ce niveau de 
représentation spécifie les agents, les actions et les relations entre les événements 
dans des situations de la vie quotidienne. Ainsi, le modéle de probléme est 
construit non seulement par la mobilisation de connaissances spécifiques (i.e., 
des schémas de problémes; Kintsch & Greeno, 1985) mais également sur la base 
des informations issues du modèle de situation. Hegarty, Mayer et Monk (1995) 
utilisent quant a eux le terme de modéle mental au sens de Johnson-Laird 
(1983) pour référer au modèle épisodique de situation. Le modèle mental a ici 
toutes les caractéristiques du modêle de situation mais il a, en plus, un caractére 
d'analogie avec la situation qu'il représente. Il renvoie à une représentation de la 
scéne ou de la situation rapportée dans le texte prenant en compte la façon dont 
se sont déroulés les événements ou les actions et dans laquelle les propriétés et 
les comportements des objets symboliques simulent les comportements et les 
propriétés des objets réels qu'ils représentent. Lexistence de représentations de 
niveau intermédiaire tel que le modêle de situation est confortée par le fait que 
les enfants de 10 ans différencient explicitement les informations nécessaires à 
la résolution du probléme des informations situationnelles pouvant aider á cette 
résolution (Moreau & Coquin-Viennot, 2003). Le caractére analogique de la 
représentation a été testé par Thevenot (Thevenot, Devidal, Barrouillet & Fayol, 
2007) qui montre que Porganisation mentale des sous-buts à atteindre pour 
résoudre le probléme est analogue à la succession des sous-buts explicitement 
décrits dans le texte du probléme. 

Tous les travaux évoqués au cours de ce chapitre s'accordent sur le fait que 
les difficultés rencontrées dans la résolution de problémes arithmétiques verbaux 
tiennent à la construction d'une représentation mentale adéquate à partir du 
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texte du probléme, souvent laconique et elliptique (Gerofsky, 1996; Nathan et 
al., 1992; Reusser, 1989). Cependant, si les auteurs s'accordent sur ce fait, leur 
position diverge quant au(x) niveau(x) de représentation qui serai(en)t princi- 
palement affecté(s) par ces caractéristiques. 


Schéma ou modêle mental? 


Les schémas de probléme (Kintsch & Greeno, 1985; Rumelhart, 1980; 
Schank, 1975; Schank & Abelson, 1977) sont conçus comme des guides à Pen- 
codage des données et au déclenchement des procédures de traitement permet- 
tant d’expliquer le déroulement plus ou moins efficace d'un ensemble de procé- 
dures dirigées vers un but (Fayol, 1992; Fayol et al., 1987). Le schéma serait 
indépendant de la situation particulière énoncée dans le texte du problème. Il 
consisterait en un cadre constitué de variables susceptibles d'étre instanciées par 
les éléments particuliers de la situation évoquée par l'énoncé. Comme pour un 
texte classique, la construction de la représentation mentale de la situation pro- 
blême s'effectuerait pas à pas (Van Dijk & Kintsch, 1983; Carpenter & Just, 
1988): le lecteur procéderait par étapes, ne traitant 4 chacune d'elles qu'une 
partie du texte, ce qui rendrait nécessaire de conserver en mémoire des représen- 
tations transitoires qui seraient périodiquement agrégées les unes aux autres 
pour constituer un modèle unique. Ces représentations partielles seraient stockées 
au sein d'un système de traitement à capacité limitée (Baddeley, 1986, 1990, 
1992; Carpenter & Just, 1988). Ce traitement séquentiel des informations 
imposerait au lecteur de procéder à une distribution de ses ressources attention- 
nelles au cours de l’activité de lecture afin de ne pas dépasser ses capacités de 
traitement. C'est à ce niveau que les schémas joueraient leur rôle facilitateur: en 
fonction du schéma activé, les éléments du texte n'auraient pas la même impor- 
tance et, de ce fait, ne feraient pas l’objet de traitements équivalents. En consé- 
quence, les parties du texte peu importantes relativement à la tâche donneraient 
lieu à des traitements moins approfondis, ce qui préserverait des ressources 
attentionnelles et conduirait à une meilleure compréhension. Un ensemble de 
travaux expérimentaux a permis de tester la validité de cette approche dans le 
domaine de la résolution de problèmes (Devidal, 1996; Devidal et al. 1997). 
Selon qu'un même texte était présenté soit comme un récit, soit comme un 
problème à résoudre, il donnait lieu à une prise d'information différente, cette 
adaptation à la tâche variant selon l'habileté en calcul des lecteurs. Les lecteurs 
allaient au plus vite aux éléments pertinents relativement à la tâche — plus parti- 
culièrement les éléments numériques en situation problème — et, de ce fait, 
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faisaient l'économie de Vélaboration d'une représentation mentale analogique 
(1.e., modèle mental) de la situation décrite dans l'énoncé, représentation qu'ils 
semblaient construire en situation de lecture “d'histoires” (Zagar, Fayol & 
Devidal 1991). Devidal (1996) a montré que cette adaptation de la prise d'in- 
formation à la tâche était précoce et systématique (dès le CE1) chez les bons 
calculateurs alors qu'elle apparaissait très progressivement, du CE1 au CM2, 
chez les faibles calculateurs, ceci, indépendamment du niveau de lecture. 
L'ensemble de ces résultats a été interprété en termes d'effet facilitateur de l’ac- 
tivation de schémas préexistants. Lactivation du schéma permettrait d’aller au 
plus vite aux données numériques, qui seraient directement affectées aux places 
vides du schéma au fur et à mesure de leur apparition. Les calculs seraient ainsi 
effectués au cours même de la lecture du problème, ce qui libèrerait de l’espace 
en mémoire de travail. Les ressources ainsi libérées pourraient être dévolues à 
Paccomplissement des calculs d’où l'amélioration des performances. Les expéri- 
ences suivantes ont eu pour objectif de mettre en relation, les caractéristiques de 
la prise d'information avec les performances de résolution, en fonction de la plus 
ou moins grande accessibilité des schémas (Devidal et al. 1997). Les problèmes 
étaient présentés soit de manière canonique (la question étant placée à la fin du 
texte), soit avec la question en position initiale. L'hypothèse était que la ques- 
tion placée au début de l'énoncé permettrait d'activer le schéma correspondant 
à la structure du problème, ce qui guiderait la prise d’information et le choix des 
procédures de résolution et, donc, améliorerait la performance. C'est effective- 
ment ce qui a été obtenu pour des types de problèmes fréquemment rencontrés, 
ces effets étant plus massifs chez les plus faibles calculateurs et pour les pro- 
blèmes les plus difficiles (Devidal et al., 1997). Les auteurs ont là encore inter- 
prété cette amélioration des performances par l'accomplissement des calculs au 
cours de la lecture, rendue possible par [activation précoce du schéma de réso- 
lution. Par contraste, ces modifications de taux de réussite et de caractéristiques 
de la prise d'information associées au (dé)placement de la question disparais- 
saient quand les problèmes proposés étaient rares et complexes. Les conclusions 
des auteurs étaient que les individus disposent, pour les problèmes fréquem- 
ment rencontrés, de schémas disponibles qu'ils peuvent activer dès la lecture de 
la question, qui prend alors le statut “d’information organisatrice” (Dixon 1987 
a, b; Fayol, 1992), schémas qui guident l'interprétation de l'énoncé et le déclen- 
chement des procédures de calcul. A l'inverse, pour les problèmes rarement 
rencontrés, l'absence de schémas disponibles prévient l'effet facilitateur du 
placement de la question en début d'énoncé. Les participants doivent s'engager 
dans une procédure pas à pas de construction d'une représentation de type 
modèle mental. 
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Le fait que le placement de la question en téte d'un énoncé arithmétique 
constitue une information organisatrice est également l'interprétation retenue 
par Thevenot et al. (2007) pour rendre compte de l’amélioration des perfor- 
mances. Cependant, les données montrent que ce résultat n’était pas seulement 
imputable à l’allégement de la charge cognitive permise par l'accomplissement 
des calculs au cours de la lecture de l'énoncé. En effet, grâce à un paradigme 
original basé sur la mesure des temps de reconnaissance des données numériques 
utilisées dans le problème (Thevenot, Barrouillet 82 Fayol, 2001), ces auteurs 
ont pu déterminer le moment auquel les calculs sont effectués. Ainsi, bien que 
plus importante pour les problèmes suscitant l’accomplissement des calculs au 
cours de la lecture, l'amélioration des performances étaient également observée 
pour des problémes qui ne permettaient pas la mise en place d'une telle stra- 
tégie. Les auteurs expliquaient alors cette amélioration par le meilleur encodage 
de l'information contenue dans l'énoncé du problème quand la question y appa- 
raissait en début plutót qu'en fin. En effet, Rawson et Kintsch (2002) ont 
montré que des informations “de fond” telles qu'un titre ou des informations 
factuelles (1.e., informations “background”; Hunt 82 McDaniel, 1993) permet- 
tent d'identifier des informations centrales sur lesquelles les informations à 
encoder subséquemment sont organisées. Selon Rawson et Kintsch (2002), en 
l’absence de signaux induisant l’organisation de l'information, la construction 
de la structure de la représentation pourrait être retardée et lopportunité d'in- 
tégrer la nouvelle information 4 cette structure de représentation forcément 
réduite, d'où un moins bon encodage de l'information. Une hypothèse alterna- 
tive à Pactivation de schémas de problème pour rendre compte de l'amélioration 
des performances était ainsi proposée: le placement de la question en téte 
d'énoncé permettrait un encodage plus efficace du modéle mental construit 
pour résoudre le probléme. 

Cette interprétation alternative 4 la mobilisation d'un schéma de pro- 
bléme n'en écarte évidemment pas la possibilité. Cependant, selon Thevenot et 
al. (2007) certains aspects des résultats de Devidal (1996; Devidal et al. 1997) 
sont plus conformes à la théorie des modèles mentaux qu'à celle des schémas. 
En effet, l'effet facilitateur du positionnement de la question était plus impor- 
tant pour les faibles calculateurs et pour les problémes difficiles. Or, un schéma 
étant construit par contacts répétés avec une situation-probléme, il semble peu 
probable que les enfants les plus faibles aient le plus souvent résolu correctement 
les problémes rencontrés pour en extraire un schéma utilisable. Au contraire, les 
bons élèves ont une probabilité plus grande que les enfants les plus faibles 
d’avoir extrait un tel schéma de résolution des problèmes. A la lecture de la ques- 
tion, les bons calculateurs devraient donc avoir plus de chances de mobiliser le 
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schéma adéquat et être plus sensibles que les faibles calculateurs à l'effet facilita- 
teur du placement de la question en tête d'énoncé. De la même façon, les pro- 
blémes les plus difficiles sont trivialement les plus échoués. Un schéma de réso- 
lution a une plus haute probabilité d'être mobilisé lors de la résolution d'un 
probléme fréquent et associé à un faible taux d’erreur que lors de celle 
d'un probléme peu fréquent et associé à un fort taux d'erreur. Conformément 
à la théorie des schémas, l'effet facilitateur du placement de la question en téte 
d’énoncé devrait donc étre plus important pour les problémes faciles que pour 
les problémes difficiles. Or ce n'est pas le cas puisque ce sont ces derniers qui en 
bénéficient le plus. La théorie des modéles mentaux permet en revanche de 
rendre compte de ces résultats. En effet, les enfants de faible niveau de com- 
préhension ont plus de difficulté que les enfants bons compreneurs à construire 
un modèle mental de la situation-problème (Oakhill, 1996; Oakhill, Cain & 
Yuill, 1998). Il est donc cohérent à la fois que les enfants les plus faibles bénéfi- 
cient plus que les bons d'une aide à la construction du modêle et que cette aide 
soit plus efficace pour des problémes difficiles que pour ceux qui sont faciles. 

En résumé, le cadre théorique fourni par la théorie des modéles mentaux 
semble à la fois mieux adapté et plus pertinent pour rendre compte de l'ensem- 
ble des résultats rapportés dans la littérature. Toutefois, il n'est pas exclusif de 
l'intervention de schémas de problèmes. De fait, il paraît vraisemblable et adap- 
tatif que les types d'énoncés les plus fréquents donnent lieu à la constitution en 
mémoire d'une structure abstraite (un schéma; Fayol, 1985) susceptible de 
servir d'aide à la fois à l'encodage et lors de la résolution. L'existence d'une telle 
structure serait à l’origine des effets d'expertise: les individus souvent confron- 
tés à certaines catégories de problèmes les reconnaissent en effet d'emblée et 
utilisent des méthodes très rapides et efficaces pour les résoudre. Il conviendra 
donc de poursuivre les recherches pour déterminer si les adultes et les enfants 
recourent effectivement à deux types de représentation — modèle mental et 
schéma — et, si tel est les cas, dans quelle(s) condition(s) l’une ou l’autre est 
mobilisée. 


Conclusion: enseigner la résolution de problèmes? 


Lune des raisons, et sans doute la principale, qui a conduit à étudier de 
manière détaillée l’activité de résolution de problèmes est qu'il s’agit d'une 
épreuve scolaire fréquemment utilisée pour laquelle les performances des élèves 
restent en moyenne faibles. Certes, relativement au problèmes additifs, les résul- 
tats s améliorent avec le niveau de scolarité, mais certains problèmes demeurent 
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longtemps difficiles. Le passage aux problèmes multiplicatifs fait réapparaitre la 
três grande difficulté de cette activité. En d'autres termes, le souci d'améliorer 
les performances est intimement lié à le recherche des obstacles. 

Létude des situations proposées aux éleves conduit en premier lieu à 
opérer une importante distinction entre trois catégories d'activités, souvent con- 
fondues parce que regroupées sous la méme dénomination. Premiérement, la 
résolution de probléme peut constituer un moyen pour enseigner des notions ou 
des procédures. Dans un tel cas, que nous n'avons pas abordé ici, elle a un statut 
instrumental et ne fait pas elle-même l’objet d'un enseignement. Son champ 
d'application s'étend d’ailleurs bien au dela de l’arithmétique. Il peut concerner 
la physique, la biologie aussi bien que la science politique. A notre connaissance 
peu de travaux lui ont été consacrés. Deuxièmement, la résolution de problème 
peut constituer en elle-méme un objet d'étude et d'intervention. Ce théme a 
depuis longtemps retenu l'attention et donné lieu à de nombreuses recherches 
(Richard, 1990). La manière la plus fréquente d'envisager la question est de con- 
sidérer que tout problème se présente comme le passage d’un état initial à un 
état final (but), la procédure générique consistant à réduire progressivement 
l’écart entre les deux. Pour cela, les individus doivent élaborer des sous-buts plus 
ou moins nombreux, s'efforcer de les atteindre de sorte que la distance par 
rapport à l’état final se trouve progressivement réduite, et ne pas perdre de vue 
le but final. Il est ainsi possible de concevoir des entraînements qui mettent l’ac- 
cent sur tel ou tel aspect de la démarche d'analyse moyens-fins et qui visent ainsi 
à en perfectionner l’utilisation. L'ensemble de la démarche peut s'appliquer aux 
problèmes arithmétiques, ceux-ci ne constituant qu'une sous-catégorie de problè- 
mes. Il n'est donc pas surprenant qu'elle ait été utilisée. Or, les résultats de ces 
entraînements restent limités (Mwangi & Sweller, 1998). Tout se passe comme si 
mettre l'accent sur une procédure aussi générale que Panalyse moyens-fins n'as- 
surait pas la réussite malgré sa pertinence, peut-être en raison du coût cognitif très 
élevé de sa mise en œuvre. Aussi la pratique scolaire ne recourt-elle que peu à cette 
démarche. Troisièmement, lorsque l'objectif poursuivi est l'apprentissage de la 
résolution exacte d’une classe bien définie de problèmes, ce qui est le cas avec les 
problèmes arithmétiques en général et additifs en particulier, une autre approche 
est possible. Elle consiste à délimiter des catégories de problèmes, à définir leurs 
structures et les procédures qui leur sont associées et à proposer des activités 
susceptibles de conduire à l'apprentissage de ces structures et procédures. 

Il est clair que, même si l’école mobilise l’activité de résolution de pro- 
blèmes en rapport avec les deux premiers sens que nous avons définis, en arith- 
métique, et notamment à l’école élémentaire, elle met plutôt l'accent sur le 
troisième type d'exercice. Il s’agit en effet le plus souvent d'initier les élèves à la 
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reconnaissance de catégories de problémes et aux modalités de leur résolution, 
cela afin d'assurer la réussite aux évaluations. Ces activités se situent en quelque 
sorte entre le problème au sens générique de ce terme et l'exercice. Du premier, 
elles retiennent le fait qu'on a bien deux états, initial et final, et que l’élève doit 
découvrir le cheminement conduisant du premier au second; du second, elles 
conservent le caractére limité des possibilités, réduisant ainsi l’espace des situa- 
tions et des solutions et rendant de ce fait gérable et apprenable la résolution. 
Evidemment, certains énoncés restreignent tellement cet espace que le probléme 
disparait au profit de la simple application d'une opération. Une telle dérive 
n'est toutefois pas inéluctable. 

Dans la perspective d'initier les éléves à la reconnaissance de catégories de 
problèmes et aux modalités de leur résolution, l'objectif est de chercher à iden- 
tifier les obstacles et à élaborer des activités susceptibles de conduire les éléves à 
leur dépassement. De ce point de vue, les travaux conduits au cours des deux 
derniéres décennies ont apporté un nombre respectable de données utilisables. 
Ce sont celles-ci que nous souhaitons résumer pour conclure. 

Le premier obstacle identifié a trait à la compréhension des énoncés. Il ne 
relève pas de l’arithmétique mais, plus généralement, du traitement du langage 
et de la construction de représentations analogiques des situations décrites 
(Zwaan, 1998), représentations qui permettent d'assigner les róles et de déter- 
miner les inconnues. Lactivité mobilisée est celle d'élaboration de modeles 
mentaux (ou de modêles de situation). Des lors, le caractére stéréotypé et ellip- 
tique des énoncés peut, au moins initialement, constituer un obstacle. De là 
l'intérêt “d'enrichir” les textes en les rendant plus explicites (e.g., préciser les 
états initiaux et ne pas simplement les présupposer; De Corte et al., 1985) mais 
aussi d’y faire référence à l’univers des élèves (leurs bases de connaissances; 
Davis-Dorsey et al., 1991; Stern & Lehrndorfer, 1992), d’y décrire les événe- 
ments dans l’ordre de leur survenue et vraisemblablement de proposer des 
données numériques á la portée de leur imagination. Ces aménagements des 
énoncés rapprochent la situation décrite de celle(s) connue(s) du sujet et en faci- 
litent de ce fait la compréhension. Le placement de la question en téte d'énoncé 
contribue également à l'amélioration des performances, notamment chez les 
éléves les plus faibles. Méme si cet effet désormais classique (Fayol & Abdi, 
1986; Fayol, Abdi & Gombert, 1987) peut s'interpréter dans différents cadres 
théoriques (Devidal, 1996; Thevenot, 2000; Thevenot ez al., 2007), son intérêt 
est réel pour initier les éléves à la résolution de problémes. Il rend plus facile- 
ment intégrables en un tout cohérent les informations successives rencontrées au 
cours de la lecture ou de "audition de l’énoncé, sans doute du fait qu'il réduit la 
charge cognitive. 
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Le deuxiéme obstacle a trait aux procédures de résolution. Celles-ci sont 
évidemment dépendantes des données numériques et des opérations auxquelles 
elles peuvent donner lieu (Klein & Bisanz, 2000). Il est clair que la maîtrise de 
la commutativité ou de Passociativité, tout comme la mémorisation des faits 
arithmétiques (additions et multiplications) facilitent à la fois la résolution et la 
conceptualisation des problèmes. Toutefois, il n'est pas assuré que ces connais- 
sances suffisent puisque même des adultes les possédant échouent face à certains 
problèmes (Fischbein, Deri, Nello & Marino, 1985). De même que, comme l’a 
montré Brissiaud (2002), l'élaboration d'une représentation correcte m'assure 
pas nécessairement l'accès à une procédure exacte de résolution. De ce point de 
vue, plusieurs aides peuvent être envisagées. D'une part, les élèves peuvent être 
incités et entraînés à élaborer des représentations graphiques, dont Willis et 
Fuson (1988) ont montré qu'elles induisent des améliorations de performances. 
On connaît toutefois mal les modalités et la généralisabilité de leur impact. 
D'autre part, l'efficacité du recours à des représentations graphiques intermé- 
diaires entre le modèle de situation mental et la procédure de résolution amène 
à proposer aux élèves de travailler à partir de problèmes résolus. On sait que les 
élèves confrontés à ceux-ci en début d’apprentissage améliorent leurs perfor- 
mances. Au contraire, les “experts” (i.e., ceux qui traitent fréquemment ces types 
de problèmes) réussissent plutôt mieux lorsqu'on leur propose de véritables 
situations de résolution de problèmes. L'amélioration relevée chez les novices 
serait due à l'acquisition de schémas associant des critères de reconnaissance des 
types de problèmes et des procédures pertinentes de résolution. Mwangi et 
Sweller (1998) ont montré que la présence de représentations graphiques facili- 
tent encore plus l'apprentissage. Toutefois, l'acquisition ne se produit que 
lorsque les représentations graphiques sont intégrées aux problèmes résolus. 
Lorsqu elles ne le sont pas, c’est-à-dire lorsqu'elles sont présentées dissociées du 
texte, l'acquisition des schémas est moins facile. 

En d'autres termes, lorsque l'objectif est d'induire l’apprentissage des sché- 
mas de problèmes et des procédures de résolution qui leur sont associées, l’uti- 
lisation d'exemples de problémes résolus est efficace, et cela d'autant plus que 
les élèves sont novices. Toutefois, au fur et à mesure que leur expertise s’accroit, 
cet étayage perd de son intérét et peut laisser la place 4 des énoncés pour lesquels 
la tâche dévolue à l'élève devient progressivement plus complexe (Kalyuga, 
Chandler, Tuovinen & Sweller, 2001). 

En résumé, il convient de bien conserver à l'esprit que la résolution de 
problémes arithmétiques constitue un exercice scolaire qui a des visées à la fois 
formatives et sélectives. Il s’ensuit qu'elle doit donner lieu à enseignement. La 
confrontation fréquente á toutes les formes des énoncés de problémes (Tableau 1) 
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Tableau 1 


Catégorisation des problèmes et taux de réussite selon Riley, Greeno et Heller (1983) 


TYPES DE PROBLEME 
PROBLEMES DE CHANGEMENT 


Changement 1 X avait 3 billes. Puis Y lui a donné 5 billes. 
Combien de billes a maintenant X? 

Changement 2 X avait 8 billes. Puis il a donné 5 billes à Y. 
Combien de billes a maintenant X? 

Changement 3 X avait 3 billes. Y lui en a donné. X a maintenant 8 billes. 
Combien de billes Y a-t-il donné à X? 

Changement 4 X avait 8 billes. Il en a donné à Y. Maintenant X a 3 billes. 
Combien a-t-il donné de billes à Y? 

Changement 5 X avait des billes. Y lui en a donné 5 de plus. 
Maintenant X a 8 billes. Combien X avait-il de billes? 

Changement 6 X avait des billes. Il en a donné 5 à Y. Maintenant X a 3 billes. 


Combien avait-il de billes? 


PROBLEMES DE COMBINAISON 





Combinaison 1 X a 3 billes. Y a 5 billes. 
Combien X et Y ont-ils de billes ensemble? 
| Combinaison 2 X et Y ont ensemble 8 billes. X a 3 billes. 
Combien Y a-t-il de billes? 


PROBLEMES DE COMPARAISON 





Comparaison 1 X a 8 billes. Y a 5 billes. 
Combien X a-t-il de billes de plus que Y? 

Comparaison 2 X a 8 billes. Y a 5 billes. 
Combien Y a-t-il de billes de moins que X? 

Comparaison 3 X a 3 billes. Y a 5 billes de plus que X. 
Combien Y a-t-il de billes? 

Comparaison 4 X a 8 billes. Y a 5 billes de moins. 
Combien Y a-t-il de billes? 

Comparaison 5 X a 8 billes. Il a 5 billes de plus que Y. 
Combien Y a-t-il de billes? 

Comparaison 6 X a 3 billes. Il a 5 billes de moins que Y. 
Combien Y a-t-il de billes? 
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TAUX DE REUSSITE 
Mac, CCP GEL CE2 
07 1.00 1.00 1.00 
1.00 1.00 1.00 1.00 
61 .56 1.00 100 
01 78 1.00 1.00 
09 028 80 -95 
22 59 270 .80 
1.00 1.00 1.00 1:00 
22 Ro jo RA 1.00 
A7 20 0.5 1.00 
.04 E $ 1.00 
13 .17 .80 1.00 
A SO a5 
ADS ES 
00 .06 455 245 


est indispensable, de même que l’enseignement des procédures associées à leur 
résolution, l’accent devant porter sur les problèmes les plus difficiles, et non sur 
ceux qui sont “spontanément” résolus par les enfants dês le début de la scolarité. 
Compte tenu des obstacles identifiés et des modalités d'intervention ayant 
donné lieu à étude objective, il est clair que nous disposons d'un certain nombre 
de techniques et d'aménagements permettant de préparer les élèves de l’école 
élémentaire à la maîtrise progressive de la résolution de tels problèmes et de les 
accompagner au cours de leur scolarité à acquérir cette maîtrise. Il faut simple- 
ment ne pas confondre les moyens mis en œuvre avec les objectifs. Parvenir à 
conduire les enfants à la réussite en résolution de problèmes arithmétiques 
nécessite probablement le recours à des énoncés modifiés, à des aides externes 
telles que les représentations graphiques, voire à l'exercice conscient du contrôle 
et de la régulation (Fayol & Monteil, 1994). Toutefois, tous les aménagements 
ne peuvent être que provisoires. Ils sont “les marches” intermédiaires mises en 
place par le pédagogue pour permettre à l’élève de d'accéder à la résolution auto- 
nome. Comme tout étayage, ils sont appelés à disparaître. Il est donc important 
de penser les questions relatives à leur introduction, leur succession et leur 
nécessaire disparition. In fine, l’élève devra seul affronter la lecture des énon- 
cés, la compréhension de la situation décrite, l'élaboration de la procédure 
de résolution et Pévaluation de la pertinence et de l'exactitude de celle-ci. 
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MESA-REDONDA 


PSICOLOGIA E DIDÁCTICA: 
CONSTRUTIVISMO OU COGNITIVISMO? 


Moderador: 


Joao Queiró 


“RETOMANDO ALGUMAS DICOTOMIAS” 


HENRIQUE MANUEL GUIMARAES* 


O ensino da Matemática (...) deve ser orientado por duas finalidades fundamentais: 

a) Promover a aquisição de informação, conhecimento e experiência em Matemática e o 
desenvolvimento da capacidade da sua integração e mobilização em contextos diversificados; 
b) Desenvolver atitudes positivas face à Matemática e a capacidade de apreciar esta ciência!. 


Quero em primeiro lugar agradecer o convite que me foi feito, não apenas 
para participar nesta conferência mas, em especial, a possibilidade de aqui 
intervir, agradecendo também à Fundação Gulbenkian que acolhe e apoia esta 
realização, casa que me habituei a ver como um espaço de independência e liber- 
dade — lembrando, claro, tempos de antes do 25 de Abril — mas também como 
lugar de seriedade e qualidade. 

Tomando em mãos o título da conferência — “Ensino da Matemática: 
questões e soluções” — e reconhecendo e sublinhando a importância do tema e 
a generosidade do propósito que nos dá a adivinhar, começo com algumas 
reflexões prévias que o título me suscita. 

Já aqui foi dito, e é certamente conhecido, ou reconhecido por todos nós, 
que o “mau estar” — passe a simplicidade — no ensino da Matemática, não é de 
hoje e não é só de Portugal, mesmo se em muitos momentos esse mau estar 
corresponda a insatisfações de natureza e conteúdo diversificado — currículos ou 
programas, formação de professores ou insucesso dos alunos, organização ou 
condições de trabalho das escolas. Desde há muito tempo que as questões do 
ensino da Matemática se discutem um pouco por toda a parte, e o Sr. Presidente 
da Fundação Calouste Gulbenkian, na sua locução de abertura, sublinhou, 
apesar disso, a importância do retomar essa discussão. Teremos porventura, 
neste retomar, a sensação de uma espécie de eterno retorno, mas eu acredito que, 
no que diz respeito às questões essenciais, será sempre um pouco assim. 
Retornaremos sempre às questões essenciais com a esperança — eu não diria com 


` Professor do Departamento de Educação da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa. 
'In Programa de Matemática para o Ensino Básico (2007, p. 3). 
http://sitio.dgidc.min-edu.pt/matematica/Paginas/Reajustamento_matematica.aspx 
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optimismo, porque náo é atitude ou perspectiva com que me identifique muito 
— mas com a esperança, dizia, ou a expectativa, de uma progressiva compreensão 
dessas questões e do que elas envolvem e implicam. 

Aproveito, sem querer recuar muito no tempo, para lembrar aqui que, 
nesta mesma casa (não falta muito para fazer trinta anos), a Sociedade Portu- 
guesa de Matemática promoveu e organizou um encontro de homenagem ao 
Professor Sebastião e Silva — “Ensino da Matemática nos anos 80” — em que, 
justamente, também muitas questões sobre o ensino da Matemática foram 
identificadas e debatidas. Este encontro marcou na época um arranque, ou um 
re-arranque, dessa discussão, prolongada depois em outras instâncias. Em parti- 
cular, com a criação da Associação de Professores de Matemática em 1986, este 
debate, sobre as mais diversas questões do ensino da Matemática, e a preocupa- 
ção com o seu alargamento e aprofundamento, tem sido regular. 

No ensino da Matemática, as questões — e isto é quase uma trivialidade — 
são muitas, diversas e complexas. Esta constatação não deve esmagar-nos ou 
paralisar, ou conduzir-nos ao lamento permanente, mas é importante não a 
perdermos de vista. E, gostava de salientar um aspecto que a meu ver inquina, 
contamina e frequentemente corrompe os processos de mudança associados ao 
diagnóstico das questões e muito da bondade das soluções propostas. Queria come- 
çar por sublinhar que muitas vezes se confundem níveis de responsabilidade 
que importa distinguir: há responsabilidades individuais, há responsabilidades 
institucionais e há responsabilidades de estado. Vemos hoje que se derrapa com 
muita facilidade de umas para outras, havendo até, muitas vezes, a tentação de 
desresponsabilização a um nível, face a outro. Devemos resistir a isto, assumir 
sim, cada um, as responsabilidades no seu nível, mas resistir a essa derrapagem 
que, a meu ver, tantas vezes acontece. 

Ainda a respeito das questões, e sobretudo das soluções, queria chamar a 
atenção para um outro aspecto que já muitas vezes tenho visto referir: o senti- 
mento de que em Educação estamos frequentemente reféns da urgência. Face 
aos muitos, diversos e complexos problemas educativos, é preciso agir — amanhã, 
senão já hoje mesmo — e que, nessa premência, esse agir é muitas vezes identi- 
ficado com “fazer”, e que do fazer se esperam resultados visíveis imediatos, ou 
em muito curto prazo. 

Perante as questões, sinto naturalmente também a necessidade, e urgência 
certamente, de soluções — eu diria antes de respostas, justamente porque julgo que 
se trata mais de “responder” do que “resolver”, que há sempre várias respostas e 
que devemos ver nestas respostas, mais do que a solução do problema, 
elementos para a sua maior e mais aprofundada compreensão. Todavia, estou 
convicto de que em educação, em todos os seus problemas e questões, importa 
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reconhecer e integrar no nosso questionamento e na nossa acção, e na apreciação 
que de uma e de outro fizermos, que o tempo educativo é um outro tempo, com 
características e exigências muito próprias, e, em particular, muito diferente do 
tempo político que tantas vezes se sobrepõe. Importa reconhecer e resistir, de 
forma a que a urgência das respostas necessárias — ainda que possam não ser 
“soluções” — a urgência em agir, não nos cegue, não nos tolha o pensar e o 
entendimento, não distorça ou empobreça a nossa compreensão. E invoco o que 
Ron Aharoni já disse aqui nesta conferência, falando, é certo, da aprendizagem 
da Aritmética nos primeiros anos, mas julgo que cabe bem aqui metafori- 
camente, a citação: meaning before calculation. O significado antes do cálculo, 
compreender antes de fazer, num caminhar sempre prolongado e retomado, 
mais ainda é de educação que se trata. 

Tomando o tema proposto — “Psicologia e Didáctica: cognitivismo ou 
construtivismo?” — que, podemos dizer, encerra uma dicotomia, gostaria de 
começar por dizer que eu não recuso as dicotomias, não por ver nelas poten- 
cialidades descritivas, mas por as considerar com poder heurístico, como um 
instrumento que ajuda a pensar. Devo dizer que muitas vezes o pensamento 
dicotómico é visto como vicioso pelo seu carácter redutor e centrípeto, por nos 
obrigar a pensar “para dentro”, fechando-nos no interior das dicotomias. 
Entendo, no entanto, que o pensar no espaco da dicotomia é uma forma de 
aprofundarmos a compreensáo “do que se passa” entre os seus pólos e, para além 
disso, acredito que sendo centrípeto, o pensamento dicotómico é também cen- 
trífugo, ou seja, pode levar-nos a pensar “para fora” da dicotomia, a “abrir” a 
outras dicotomias ou polarizações, na busca de outros entendimentos e possibi- 
lidades. 

Comegando pelo primeiro lado da “equagáo”, vou chamar-lhe assim, 
gostaria de salientar a conjunção copulativa que associa a Didáctica à Psicologia 
chamando desde logo a atenção para a que é, reconhecidamente, uma das 
ligações preferenciais da Didáctica, que tomo aqui por Didáctica da Matemática 
(tendo dificuldade em lidar com a ideia de uma “Didáctica geral”). Na verdade, 
a Didáctica da Matemática, passe o exagero, desde sempre teve ligações com a 
Psicologia, em particular no que se refere à aprendizagem, às relações e interac- 
ções, entre alunos, entre alunos e o professor. Estas ligações, todavia, não se esgo- 
tam na Psicologia e queria destacar sobretudo o seu vínculo matricial com a 
Matemática: é à Matemática que a Didáctica (da Matemática) vai buscar a sua 
vitalidade e significado, pelo menos numa boa parte. Mas também à História da 
Matemática — as ideias, propostas e indicações didácticas só adquirem sentido se 
também aí forem beber, como também, acrescento, à História do Ensino da Mate- 
mática, e podíamos ainda mencionar a Sociologia e a Filosofia da Matemática 
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(Piaget, dizia que, “em grande parte”, o ensino da Matemática dependia da epis- 
temologia da Matemática, da “ideia que dela se tem”, e René Thom considerava 
que toda a pedagogia da Matemática, mesmo se pouco coerente, tem por base 
uma filosofia da Matemática”?). 

Como contributo para a discussáo da relacáo entre a Didáctica da Mate- 
mática e a Psicologia, deixando um pouco de lado, por questões de competência, 
e também por sensatez, a dicotomia “Construtivismo ou cognitivismo?”, vou 
apresentar algumas questões recorrentes no ensino e aprendizagem da Matemática 
recorrendo igualmente a dicotomias que trago à discussão: a dicotomia “concreto 
— abstracto”, a dicotomia “intuição — lógica”, a dicotomia “compreensão — memo- 
rização “e a dicotomia [ensino] “centrado no professor — centrado no aluno”. Para 
isso, invoco de novo o Professor Sebastião e Silva, matemático português presti- 
giado que dá o nome a um prémio importante da Sociedade Portuguesa de 
Matemática? e que, no início dos anos sessenta, protagonizou uma importante 
reforma no ensino da Matemática que impulsionou com grande envolvimento. 

Sebastião e Silva sublinhou desde cedo que a reforma que se pretendia 
teria de ser feita contemplando, quer os assuntos matemáticos a ensinar, quer os 
métodos de ensino. “A modernização do ensino da Matemática”, diz Sebastião 
e Silva, a abrir o primeiro dos seus “Guias” para a utilização dos compêndios, 
“terá que ser feita não só quanto a programas, mas também quanto a métodos” 
(itálicos meus). E, no que se refere a métodos, na mudança por que pugnava, 
sustentava uma alteração no papel do professor e do aluno na relação didáctica: 


O professor deve abandonar, tanto quanto possível, o método expositivo tradi- 
cional em que o papel dos alunos é quase cem por cento passivo e procurar, pelo 
contrário, seguir o método activo, estabelecendo o diálogo com os alunos e estimulando 
a imaginação destes de modo a conduzi-los, sempre que possível à redescoberta‘. 


? Piaget, J. (1970). A Psicologia. Lisboa: Bertrand. 

3 Thom, R. (1973). Modern Mathematics: does it exist? Em A. G. Howson (Ed.), Deve- 
lopments in Mathematics Education (pp. 194-209). Cambridge: Cambridge University Press. 

* “José Sebastião e Silva foi um dos mais notáveis matemáticos portugueses do século XX. 
Além de deixar uma obra importantíssima como investigador, preocupou-se profundamente com 
o ensino da Matemática. A qualidade dos [seus] livros de texto, no seu aspecto científico e também 
no seu aspecto pedagógico, é fundamental para que haja um bom ensino. Eles são um instrumento 
básico do professor e uma fonte indispensável de aquisição de conhecimentos para o estudante.” 
(in “Prémio José Sebastião e Silva, http://site-antigo.spm.pt/premios/pjss.phtml) 

* Silva, J. S. (1964). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, 1.º vol — 
6.º ano (p. 1). Lisboa: MNE. 
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Defendendo os “métodos activos” no ensino e a “aprendizagem por 
descoberta”, chamava a atenção para a necessidade de uma interacção professor- 
-aluno psicologicamente mais estimulante para este e de um maior envolvi- 
mento do aluno na aprendizagem. O (maior) relevo dado ao papel aluno e a 
necessidade de (maior) envolvimento deste na aprendizagem, é também visível 
quando Sebastião e Silva afirma que “muito raramente” os conceitos matemáti- 
cos devem ser definidos sem um trabalho prévio a partir de “exemplos concretos”, 
tão “sugestivos” quanto possível, sustentando que, nestas condições, “se a prepa- 
ração psicológica tiver sido bem conduzida, será muitas vezes o aluno quem aca- 
bará por definir espontaneamente o conceito, com ou sem a ajuda do pro- 
fessor”. Recomendava este procedimento também para as demonstrações 
matemáticas, considerando, como dizia, “altamente desejável” que os alunos 
tivessem oportunidade de “ver” o teorema antes da sua demonstração e que 
desse modo pudessem “por si mesmo[s]” realizar a demonstração, chamando a 
atenção que, na própria investigação matemática, “a intuição precede nor- 
malmente a lógica”. 

A propósito do papel da intuição e da lógica e rigor no ensino da 
Matemática, Sebastião e Silva afirma: 


É preciso não esquecer que o extremo rigor lógico, em vez de formativo, pode 
tornar-se perigosamente deformador, criando inibições por vezes insuperáveis — se não 
for precedido por uma boa motivação intuitivo-concreta e equilibrado com o referido 
processo de matematização (sublinhado do autor)’. 


Esta precedência do concreto face ao abstracto e do intuitivo face ao 
lógico, para Sebastião e Silva, deve, como na investigação, ser seguida no ensino: 
“A ordem lógica na apresentação dos assuntos”, dizia, “não é muitas vezes a mais 
aconselhável do ponto de vista didáctico”, sustentando que o aluno nem 
sempre está em condições de apreender a necessidade de rigor. Por isso, para essa 
apreensão, “tal como sucede na investigação”, sustenta a necessidade de uma pri- 
meira compreensão de base intuitiva, contrapondo à ordem lógica “a dialéctica 
do intuitivo-racional e do concreto-abstracto”: 


7 Silva, J. S. (1964). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, 1.° vol — 
6.° ano (p. 1). Lisboa: MNE. 

PO emp 2: 

? Silva, J. S. (1965-66). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, vol. II e II 
— 7.º ano (p. 5). Lisboa: MNE. 

'º Silva, J. S. (1964). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, 1.º vol — 6.º 
ano (p. 2). Lisboa: MNE. 


149 


Normalmente o aluno só pode tomar consciéncia da necessidade de certo grau de 
rigor, depois de ter compreendido os assuntos em primeira aproximação ou de modo 
intuitivo, exactamente como sucede na investigação. Assim, em vez da ordem lógica, 
haverá que seguir de preferéncia a dialéctica do intuitivo-racional e do concreto-abstracto 
em que o grau de rigor lógico se irá elevando progressivamente com a adesáo espontánea 
do aluno (sublinhados do autor)". 


Na aprendizagem da Matemática, e em particular no que se refere a 
técnicas de cálculo, Sebastião e Silva considerava no entanto que não é suficiente 
o apelo à intuição e compreensão. O professor devia “insistir” no treino dos 
alunos recorrendo a “exercícios equilibrados” que exigissem o uso dessas técni- 
cas, chamando todavia a atenção que este treino não devia conduzir os alunos à 
pura mecanização ou exercício de automatismos sem compreensão ou intencio- 


nalidade: 


O treino recomendado (...) não deve confundir-se de modo nenhum com a 
mecanização do aluno na resolução de exercícios por meio de receitas, aplicadas sem 
qualquer conhecimento de causa. Essa prática, tal como se tem generalizado entre nós, 
só contribui para desvirtuar completamente a finalidade do ensino da matemática, 
ensinando o aluno a não pensar e destruindo nele toda a iniciativa e espontaneidade para 
a resolução de problemas novos, como os que são postos pela ciência, pela técnica, e pela 
vida corrente (sublinhado do autor)”. 


Era “de vida e de alma que o ensino esta[va] necessitado”, considerava 
Sebastião e Silva, “ensino vital de ideias”, como também dizia, “em vez de 
exposição mecânica de matérias”. 

Referindo-se à “questão crucial dos exercícios”, Sebastião e Silva conside- 
rava necessário “combater o excesso de exercícios”, vendo este excesso “um 
cancro” que, como dizia, minava o que “pode haver de mais nobre e vital no 
ensino”. Combatia “a obsessão do exercício”, sobretudo os exercícios “artifi- 
ciosos” e “complicados” não querendo com isto dizer que não fossem necessários 
“bons exercícios” para a clarificação dos alunos e o domínio de técnicas e pro- 


cedimentos: “é mais proveitoso reflectir várias vezes sobre um mesmo exercício 


' Silva, J. S. (1964). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, 1.º vol 
— 6.º ano (p. 2). Lisboa: MNE. 

Es p A. 

3 Silva, J. S. (1965-66). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, vol. II 
e III — 7.º ano (p. 4). Lisboa: MNE. 
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que tenha interesse do que resolver vários exercícios diferentes que náo tenham 
interesse nenhum”* (sublinhados do autor). 

Entre os exercícios que poderiam interessar mais no ensino da Mate- 
mática, Sebastião e Silva incluía os que tivessem alguma relação com a realidade, 
os que “se aplicam a situações reais, concretas”'* (sublinhados do autor). E, se 
considerava que o ensino mais habitual pecava por uma “fraca (e quantas vezes 
nula) insistência em demonstrações” e pelo “insuficiente rigor lógico”, conside- 
rava também que esse ensino igualmente “peca[va] por auséncia de contacto 
com o húmus da intuição e com a realidade concreta””. 


As ideias apresentadas, a propósito das dicotomias que enunciei, e que, 
como disse, sáo a meu ver recorrentes no ensino, e náo apenas na nossa 
disciplina, apontam para uma aprendizagem da Matemática com compreensão. 
É minha convicção que os alunos podem compreender Matemática relevante no 
momento em que a aprendem, e que esta compreensão, em associação com o 
conhecimento factual e ao domínio de procedimentos matemáticos, favorece 
aprendizagens subsequentes, em Matemática e em outras disciplinas, bem como 
o desenvolvimento da autonomia dos alunos e da sua capacidade para enfrentar 
situações e problemas novos. 


Ri pA. 


16 Silva, J. S. (1965-66). Guia para a Utilização do Compêndio de Matemática, vol. I] 
e III — 7.º ano (p. 4). Lisboa: MNE. 
Ome p A: 
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“CONTRARIAMENTE A CERTAS TESES CONSTRUTIVAS, 
A APRENDIZAGEM DEPENDE EM GRANDE PARTE 
DA AQUISICAO DE FACTOS E PROCEDIMENTOS” 


MARIA ISABEL FERRAZ FESTAS* 


Os fracos resultados alcangados pelos alunos na área da Matemática vém 
reforçar a ideia de que se trata de um dominio que merece toda a atenção de 
educadores e especialistas em Ciências da Educação. Na verdade, nos estudos 
internacionais mais recentes, como os do PISA (2006; relatório disponível em 
http://www.gave.min-edu.pt/np3/156.html), constam dados preocupantes, relati- 
vamente à Matemática. De acordo com o PISA, os alunos portugueses encon- 
tram-se nos últimos lugares (26.º entre os 30 países da OCDE) e denotam uma 
ausência de progressos, obtendo os mesmos resultados de 2003 que, por sua vez, 
estão abaixo da média da OCDE. 

Uma vez que as preocupações nacionais e, mesmo internacionais, se centram, 
em grande medida, na procura dos meios que conduzam a uma optimização da 
aprendizagem nesta área, no presente artigo é feita uma discussão acerca das 
principais tendências que, actualmente, dominam o ensino da Matemática. 
Uma análise dessas tendências revela-nos que dizem respeito a orientações que 
obedecem a princípios teóricos diferentes traduzindo-se em estratégias pedagó- 
gicas que se apresentam como diversas e mesmo antagónicas. Deste modo, 
achamos que é pertinente promover a reflexão e a discussão em torno dos 
pressupostos e dos prolongamentos pedagógicos de duas concepções que pode- 
mos identificar como estando a ser objecto de debate nos meios educativos. 
Referimo-nos, concretamente, às perspectivas socioconstrutivistas e cognitivistas 
(cf. Santrock, 2008). 

Começamos por apresentar a abordagem socioconstrutivista, que se sabe 
ter uma grande influência no actual panorama educativo, nomeadamente no sis- 
tema de ensino português (Bidarra & Festas, 2005; Bidarra, Festas, & Damião, 
2007; Damião & Festas, 2006; Festas, no prelo). Assim, incidiremos em alguns 
dos grandes pressupostos e princípios da perspectiva socioconstrutivista e nas 
suas principais implicações pedagógicas. Seguidamente, faremos uma incursão 
nos estudos oriundos da psicologia cognitiva que, ao permitirem uma com- 
preensão do nosso funcionamento mental, se revelam essenciais para o delinea- 
mento das orientações educativas a adoptar neste domínio (cf. Crato, 2010). 


* Professora na Faculdade de Psicologia e de Ciências da Educação da Universidade de 
Coimbra. 
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1. A Influéncia da Perspectiva Socioconstrutivista 
no Ensino/Aprendizagem da Matemática 


As actuais orientações educativas para o ensino/aprendizagem da Mate- 
mática estáo fortemente impregnadas das ideias socioconstrutivistas, pelo que é 
de todo o interesse analisar alguns dos princípios pedagógicos que se têm reve- 
lado dominantes nesta área académica. 

O princípio de que o conhecimento é construído pelo próprio indivíduo 
é fundacional de toda a pedagogia construtivista, na medida em que sustenta 
uma das suas ideias-chave: a aprendizagem depende do envolvimento do sujeito, 
requerendo, para o efeito, métodos activos (cf. Raposo, 1995b). Sendo esta ideia 
originária do construtivismo mais radical ou individual tem-se traduzido na 
defesa de métodos, como o da descoberta e o de investigação, em que é o pró- 
prio aluno a pesquisar o saber (cf. Raposo, 1995a). Estes métodos são contra- 
postos a outros mais directivos, em que o professor desempenha um papel 
estruturante das aprendizagens e relevante na transmissão dos conhecimentos 
(cf. Bidarra & Festas, 2005; Festas, 1998). 

Um outro princípio diz respeito à complexidade e à contextualização dos 
conhecimentos. De acordo com as teses construtivistas, a resolução de proble- 
mas matemáticos requer uma compreensão conceptual dos seus dados e das 
relações entre eles (cf. von Glaserfeld, 1995), do mesmo modo que a estrutura 
e a aquisição do conhecimento remetem para uma complexidade que não é 
compatível com a divisão de conteúdos em pequenas unidades. Considerando, 
também, que a aprendizagem deve ter como ponto de partida os conhecimentos 
anteriores e de que, consequentemente, deve assentar em situações com signi- 
ficado para quem aprende, o construtivismo defende que o saber deve ser apre- 
sentado no seu todo e não dividido nas suas partes (cf. Bidarra & Festas, 2005). 

A ideia da contextualização encontra o seu principal suporte nas teses do 
movimento da aprendizagem situada. É com este que a noção de que a apren- 
dizagem se deve basear em conhecimentos concretos e relativos a situações 
específicas ganha verdadeiro significado e força no meio pedagógico (Lave, 
1993; cf. Barab & Duffy, 2000; Festas, no prelo). 

São fundamentalmente as ideias de complexidade e de contextualização 
que estão na origem de uma estratégia de ensino da matemática que consiste em 
estruturar a aprendizagem em torno de situações complexas, isto é, a partir de 
problemas, e não decompostas nos seus componentes. Trata-se de uma meto- 
dologia que se opõe à memorização e ao treino de procedimentos, investindo na 
resolução de problemas, na avaliação da eficácia de soluções alternativas e no 
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desenvolvimento de conceitos, por parte dos alunos (cf. Brunning, Schraw, 
Norby, & Ronning, 2004). Do mesmo modo, segundo esta estratégia, os pro- 
blemas a resolver devem partir da realidade, de preferéncia da experiéncia do 
aluno ou da comunidade envolvente, de jogos, de acontecimentos científicos ou 
históricos, alicerçando-se num determinado contexto (cf. Santrock, 2008). É, assim, 
rejeitada uma abordagem que valoriza os conhecimentos abstractos. 

A pedagogia construtivista dá, ainda, muita énfase 4 natureza social da 
aprendizagem, princípio que decorre, em grande parte, de noções como conflito 
sociocognitivo e negociação de significado. O realce que é dado, na teoria de 
Vygostsky, à interdependência dos processos sociais e individuais na co-cons- 
trução do conhecimento vem, igualmente, reforçar este princípio (cf. Bidarra & 
Festas, 2005). Ao nível pedagógico, esta ideia vai traduzir-se na defesa dos 
métodos cooperativos e de grupo. Mais concretamente, para a aprendizagem da 
Matemática, faz-se apelo ao trabalho em grupo na procura e na escolha das 
melhores soluções para os problemas e à realização conjunta de projectos que 
promovam a discussão, a negociação e o compromisso (Santrock, 2008). 


2. O Contributo da Psicologia Cognitiva para uma Compreensão 
do Ensino/Aprendizagem da Matemática 


A psicologia cognitiva tem dado um contributo significativo no domínio 
do ensino/aprendizagem da Matemática, principalmente através da elucidação 
de alguns aspectos importantes a ter em conta na sua concretização. Referimo- 
-nos particularmente à forma como permite enquadrar e explicitar as caracterís- 
ticas do funcionamento cognitivo subjacentes à resolução de questões mate- 
máticas e o modo como se adquirem e recuperam conhecimentos necessários a 
esta área de aprendizagem (Festas, no prelo; Geary, 2008; Mayer, 1986). 

Um contributo muito importante da psicologia cognitiva para o domínio 
da matemática decorre daquilo que se sabe acerca da arquitectura cognitiva 
humana. Segundo os modelos de processamento da informação (Atkinson & 
Shiffrin, 1968), o conhecimento é trabalhado na memória de trabalho antes de 
ser armazenado na memória a longo prazo. Um dado essencial da perspectiva 
cognitivista, para uma pedagogia da matemática, diz respeito às imposições 
decorrentes das limitações da memória de trabalho e que se traduzem numa 
impossibilidade de processar muita informação em simultâneo. 

A um nível geral e no da matemática em particular, esta assunção implica 
a adopção de uma estratégia bem diversa da construtivista. À iniciação à 
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matemática, estruturada a partir da resolugáo de problemas, impede o trabalho 
necessário à aquisição de esquemas e de habilidades fundamentais a essa mesma 
resolução. Assim, o aluno, ao ser confrontado com problemas e situações cogni- 
tivamente complexas, vai esgotar as capacidades da sua memória de trabalho na 
procura de soluções. Com esta metodologia, não se realiza o trabalho necessário 
à passagem da informação para a memória a longo prazo, não havendo lugar 
para a aquisição dos conhecimentos básicos que permitam, futuramente, a sua 
aplicação. À luz da psicologia cognitiva e dos modelos de processamento da 
informação, a resolução de problemas requer que o aluno adquira e automatize, 
primeiramente, conhecimentos e habilidades. Só depois disso os poderá recupe- 
rar e usar em problemas complexos. 

Outra dificuldade decorrente de uma estratégia psicopedagógica estru- 
turada em torno de problemas, cuja resolução os alunos devem descobrir, reside 
no facto de, muitas vezes, estes não chegarem a ter contacto com aquilo que se 
pretende ensinar/aprender. Pela descoberta, podem adoptar procedimentos 
errados e encontrar falsas soluções (Festas, no prelo; Kirschener, Sweller, & 
Clark, 2006; Paas, Renkl, 82 Sweller, 2004; Paas & van Merrienboer, 1994; 
Sweller, 2004). 

Debruçando-nos mais detalhadamente sobre o modo como se adquirem 
e recuperam os conhecimentos necessários ao pensamento matemático, 
partimos de uma distinção feita na psicologia cognitiva entre dois tipos de 
saberes: o declarativo e o procedimental. 

Relativamente ao declarativo, 1.e., aquele que se refere ao que sabemos 
acerca dos factos (e.g., saber que 3 + 4 = 7), e que é representado sob a forma 
de chunks, ele pode ser adquirido por duas vias: pelo registo directo dos objectos 
do meio ou pelo acesso a soluções encontradas no passado, através da aplicação 
de regras de produção. De acordo com a teoria ACT-R (Anderson, 1996; Anderson 
& Lebierre, 1998), podemos, assim, aprender este tipo de conhecimento de 
uma forma mais receptiva e passiva ou de um modo mais activo e construtivo. 
Relativamente à eficácia da aprendizagem, avaliada em função da memória que 
fica dos factos, segundo a mesma teoria não haverá benefícios significativos de 
uma das formas sobre a outra, não ficando demonstrada, ao nível pedagógico, a 
vantagem dos métodos em que é o próprio aluno a construir o conhecimento, 
quando este é de natureza declarativa. 

Quanto aos saberes procedimentais, ou seja, aqueles que usamos mas dos 
quais não temos consciência e que dizem respeito a um conjunto de regras de 
condição — acção, os mesmos são adquiridos pelo recurso a analogias (uma 
solução encontrada no passado que serve de exemplo para o problema actual), 
no decorrer da realização de uma determinada tarefa (e.g., na realização de uma 
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conta de somar, recorrer ao exemplo de uma soma feita anteriormente e do 
algoritmo usado). Neste sentido, trata-se de saberes cuja aprendizagem requer a 
acção ou o fazer e o exemplo (Anderson & Schunn, 2000). 

Para que o conhecimento que já foi adquirido seja recuperado e usado na 
resolução de uma nova tarefa ou problema é necessário que seja activado através 
do disparo de uma regra de produção. A velocidade e o sucesso deste processo 
são determinados pelo nível de activação dos chunks a serem usados e pela força 
das regras de produção que fazem a recuperação. O nível de activação dos chunks, 
por sua vez, está, grandemente, relacionado com a forma como estes foram 
aprendidos — nível base de activação. Segundo a teoria ACT-R, quer o nível base 
de activação, quer a força das regras de produção resultam da prática anterior 
relacionada com esses chunks e com essas regras de produção. Deste modo, 
quanto mais se praticarem conhecimentos e habilidades, mais eficaz se torna a 
sua aquisição e mais resistentes se tornam ao tempo, sendo, deste modo, o treino 
o factor decisivo na aprendizagem (Anderson & Schunn, 2000; cf., também, 
Festas, no prelo). 

É no contexto desta perspectiva cognitivista que se faz a defesa da análise 
cognitiva das tarefas, como estratégia pedagógica essencial no ensino da Mate- 
mática (Anderson, Reder, & Simon, 1995; Anderson & Schunn, 2000; cf., 
também, Festas, 2009). A análise cognitiva exige uma categorização da tarefa, 
uma análise do processamento da informação indispensável à sua realização e 
uma definição dos pré-requisitos (cf., Festas, 2009; Gagné, 1985; Jonassen, 
Tessmer, & Hannum, 1999; Smith & Ragan, 1999). 

Trata-se de uma abordagem que se opõe a uma aprendizagem estruturada 
a partir da resolução de problemas matemáticos e que, simultaneamente, possi- 
bilita o treino de procedimentos e operações básicas. Admitidas as limitações da 
memória de trabalho, é preferível que o aluno seja confrontado com pequenas 
unidades de conhecimento, de modo a que tenha oportunidade de praticar cada 
uma delas, condição fundamental à aquisição, armazenamento e recuperação da 
informação necessária à resolução de problemas. 

Ao fazer a identificação das regras e dos conhecimentos necessários à 
consecução de uma tarefa matemática, a análise cognitiva de tarefas permite, 
ainda, tornar bem explícito o que se pretende ensinar e aprender. Trata-se de 
uma metodologia directiva que, ao ajudar os alunos a construir representações 
correctas dos problemas, impede as falsas interpretações, os erros e desvios, 
originados pelo método da descoberta. 

A necessidade de treino e de envolvimento efectivo na aprendizagem 
talvez explique, em parte, os resultados pouco animadores que se têm obtido 


com o trabalho de grupo (cf. Anderson, Reder, & Simon, 1995, 1996), uma das 
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estratégias socioconstrutivistas, por exceléncia. Na verdade, apesar da sua popu- 
laridade, este tipo de métodos não se tem traduzido numa grande eficácia 
(Druckman & Bjork, 1994), muito certamente, devido à falta de controlo de 
uma colaboração efectiva, por parte de todos os alunos que fazem parte de um 
mesmo grupo de trabalho. 


Conclusões 


Numa época fortemente influenciada por ideias pedagógicas provenientes 
de um paradigma socioconstrutivista e em que os resultados obtidos na Mate- 
mática, pelos alunos de diferentes níveis de ensino, ficam nitidamente aquém do 
que seria desejável, é necessário atender ao que, actualmente, se sabe acerca do 
nosso funcionamento cognitivo. 

Contrariamente às ideias defendidas pelas teses construtivistas, a aprendi- 
zagem da Matemática, estando condicionada pelas características da memória 
de trabalho e pela forma com se adquire e recupera o conhecimento, depende, 
em grande medida, da aquisição de factos e de procedimentos. A resolução de 
problemas, sendo um dos objectivos do ensino da Matemática, não se pode 
sobrepor às aprendizagens mais elementares, devendo ser perspectivada como 
um ponto de chegada e não como um ponto de partida. Para resolver proble- 
mas, o aluno tem que conhecer factos e dominar procedimentos que possam ser 
recuperados e usados de uma forma adequada e conveniente. 

Acontece, também, que a aquisição e a recuperação de conhecimentos, 
sejam eles de natureza declarativa ou procedimental, dependem, grandemente, 
do treino. Não confirmando as previsões construtivistas, o exercício revela-se 
um factor determinante da aprendizagem, devendo constituir-se como uma das 
principais preocupações pedagógicas. 

Do que foi dito, realça-se, ainda, a necessidade de um ensino estruturado, 
em que estejam bem definidos os processos e conteúdos a trabalhar pelos alunos, 
abordagem que diverge da veiculada pela pedagogia socioconstrutivista que 
defende a aprendizagem através da descoberta e da investigação, isto é, por 
meios não directivos. 

É neste contexto que estratégias pedagógicas, como a análise cognitiva de 
tarefas, que permitem um ensino centrado na aprendizagem e treino das 
unidades necessárias ao pensamento matemático, se revelam mais adequadas do 
que aquelas que actualmente são dominantes no nosso sistema educativo. Esta 
estratégia apresenta, ainda, a vantagem de orientar o aluno para o que deve 
realmente ser aprendido, evitando a adopção de procedimentos errados. 
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Em educacáo é preciso estar atento aos efeitos de estratégias e métodos 
que, náo obstante a aparente justeza dos seus propósitos (cf. Crato, 2010), se 
traduzem em fracassos, contrariando, desse modo, o propósito fundamental da 
escola: o desenvolvimento de todos os seus alunos. É neste sentido que o conhe- 
cimento do modo como aprendemos se pode revelar essencial para o delinea- 
mento de uma actuação pedagógica capaz de promover um ensino/apren- 
dizagem realmente eficazes. 
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“ORIENTACOES CURRICULARES PARA A MATEMÁTICA 
NO ENSINO BÁSICO: FUNDAMENTACAO PEDAGÓGICA 
COGNITIVISTA OU CONSTRUTIVISTA?” 


MARIA HELENA DAMIAO* 


Introducáo 


Os resultados académicos obtidos pelos alunos do Ensino Básico em estu- 
dos internacionais com intenções comparativas — como o Trends in International 
Mathematics and Science Study (TIMSS) ou o Program for International Student 
Assessment (PISA) — têm desencadeado um debate alargado em torno das 
discrepâncias encontradas entre os países participantes, centrando-se, de modo 
particular, na identificação dos factores de sucesso e de insucesso, bem como nas 
medidas necessárias para manter os primeiros e superar os segundos. 

Assim sendo, esse debate não poderia deixar de dar destaque à identi- 
ficação das orientações patentes nos documentos curriculares de carácter nacio- 
nal para esse nível de escolaridade. De facto, ainda que não se conheça, com 
exactidão, a sua influência na planificação e no desenvolvimento da acção 
docente, é legítimo conjecturar-se que os professores encontram nelas susten- 
tação para tomar decisões de ensino (Shavelson & Stern, 1981; Sutcliffe & 
Whitfield, 1979; Tochon, 1989), pelo que, em sequência, terão implicações nas 
aprendizagens. Ffectivamente, mesmo que os professores não as consultem, 
recorrerão a manuais escolares que, por princípio, as seguem, frequentarão acções 
de formação que as explicitam, tomarão conhecimento dos documentos curri- 
culares elaborados ao nível da escola que as adoptam. Poderá, pois, afirmar-se 
que as orientações macrocurriculares transparecem necessariamente tanto no 
ensino como na aprendizagem. 

No que respeita à Matemática tal debate tem sido particularmente aceso 
entre responsáveis pelas políticas educativas, matemáticos, investigadores dos 
domínios da psicologia e da pedagogia, professores, associações profissionais, e 
sociedade em geral, pelo facto de esta disciplina, a par com a Língua Materna, 
ser considerada fundamental no desenvolvimento cognitivo das crianças e 
jovens e, nessa medida, não estar alheada do prosseguimento de estudos, da 
integração no mercado de trabalho e do progresso tecnológico e económico. 


* Professora da Faculdade de Psicologia e de Ciências da Educação da Universidade de 
Coimbra. 
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Pode dizer-se que no nosso país, onde os resultados obtidos pelos alunos 
nos referidos estudos internacionais e em provas de aferição e exames nacionais 
denotam uma preocupante tendência de descida, afigura-se de particular 
importância proceder a uma análise atenta das orientações curriculares, com o 
fim de as identificar, para, de seguida, as discutir com base no conhecimento 
científico disponível. Este trabalho centra-se na primeira intenção, sendo a 
segunda tratada, nesta Conferência, por autores como José Morais e Isabel 
Festas. 

Antes de se passar para essa análise, é importante esclarecer-se que, em Por- 
tugal, as referidas orientações não se encontram patentes num único documento, 
mas em vários, cuja ordenação cronológica perturba a sua compreensão. Se não, 
veja-se: decorrente da Lei de Bases do Sistema Educativo (datada de 1986 e 
reeditada com ajustamentos em 2005), foi publicado o Decreto-Lei n.º 6/2001, 
de 18 de Janeiro, que sistematiza a organização e gestão do currículo do Ensino 
Básico, estabelecendo também o desenho curricular para os três ciclos que o 
compõem. Este quadro normativo-legal legitimou a publicação do Currículo 
Nacional do Ensino Básico (2001) e, posteriormente, o Programa de Matemática 
para o Ensino Básico (2007). Porém, enquanto este programa, já homologado, 
não é generalizado, mantêm-se o Programa de Matemática para o 1.º Ciclo, 
confirmado em 2004, e os Programas para os 2.º e 3.º Ciclos, de 1991 e 2000, 
respectivamente, com base no Decreto-Lei n.º 286/89, de 29 de Agosto de 1989, 
que aprovou os planos curriculares dos Ensinos Básico e Secundário. 

Como se pode perceber, os Programas de Matemática relativos aos três 
ciclos são anteriores ao Currículo Nacional, criando uma situação peculiar: por 
princípio, aqueles são uma especificação deste em áreas disciplinares concretas 
e, portanto, devem ser-lhe posteriores, o que, de facto, não acontece. O que 
acontece é que esses Programas se mantiveram válidos, com a advertência de 
que passariam a ser usados em função do estabelecido no Decreto-Lei n.º 6/2001 
e no Currículo Nacional, até que o Programa para todo o Ensino Básico os 
substituísse. 

Além disso, é importante assinalar-se que estes documentos se traduzem 
num extenso conjunto, da ordem das várias dezenas de páginas, o que, natu- 
ralmente dificulta o trabalho de apreensão e de síntese do seu conteúdo. 

Por outro lado, a terminologia utilizada perturba a compreensão desse 
conteúdo: recorre-se a múltiplos conceitos para designar os mesmos aspectos. 
Por exemplo, as intenções orientadoras do ensino são sobretudo designadas por 
“finalidades”, “objectivos” (gerais, de ensino, de aprendizagem), e por “com- 
petências” (gerais, transversais, específicas); os métodos são sobretudo desig- 
nados por “acções a desenvolver pelo professor” “actividades” e “experiências de 
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aprendizagem”. De notar, ainda, que alguns dos conceitos usados, prestando-se 
a diversas interpretações, não são esclarecidos de modo inequívoco. E o caso dos 
e cc e » CcC e » cc ~ pb) 
conceitos de “capacidade”, “atitude” ou “resolução de problemas”. 
Está-se perante factores que concorrem para que a sistematização a apre- 
sentar no tópico seguinte seja influenciada pela interpretação de quem a 
empreende, o que, em rigor, não deveria acontecer. 


Orientações curriculares para a Matemática no Ensino Básico 


Feitas as considerações introdutórias e referidos os documentos curri- 
culares que estabelecem as orientações para Matemática no Ensino Básico — 
Currículo Nacional (2001, páginas 57-71), Programa de Matemática do Ensino 
Básico (2007, sobretudo páginas 1-12) e Programas para o 1.º, 2.º e 3.º Ciclos 
do Ensino Básico (2004, páginas 161-189; 1991 e 2001) — e explicitados alguns 
cuidados que devem estar presentes na sua exploração, apresenta-se uma análise 
pedagógica dessas orientações que assenta em três tópicos: (1) objectivos 
estabelecidos, (2) métodos recomendados para a sua concretização, (3) e papéis 
atribuídos ao professor e ao aluno. 

Por se tratar de um texto de apoio a uma comunicação oral e para não se 
tornar cansativa a leitura do mesmo, optou-se por não se proceder à referencia- 
ção completa de cada expressão ou citação retirada de tais documentos — iden- 
tificação, data de publicação e página —, as quais, não obstante, se colocaram 
entre aspas. 


(1) Objectivos 


Em todos os documentos curriculares acima identificados consta, de modo 
destacado, a intenção de desenvolver três capacidades, que são estruturantes do 
programa PISA, a saber: “resolução de problemas”, “raciocínio”, e “comuni- 
cacao”. Nos programas dos 2.º e 3.º Ciclos surge, ainda, a intenção de desen- 
volver a capacidade de “utilizar a matemática na interpretação e intervenção no 
real”. A par destas intenções mais conotadas com a dimensão cognitiva e 
linguística, são determinadas outras comummente conotadas com a dimensão 
afectiva e relacional, como sejam a de desenvolver a “confiança em si próprio”, 
a “curiosidade e o gosto de aprender”, os “hábitos de trabalho e de persistência”, 
o “espírito de tolerância e de cooperação”, a “construção da cidadania”, ou 
“atitudes positivas face à Matemática”. 
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Tais objectivos, que se afiguram como principais, “interligam-se profun- 
damente e não envolvem uma relação de ordem entre si”, afastando-se, assim, a 
lógica taxonomista de ensinar e aprender em função de desafios matemáticos 
progressivamente crescentes. 

Num plano claramente menos destacado, é referida a necessidade de 
desenvolver patamares básicos (no sentido de serem estruturantes para os 
seguintes), que surgem, aliás, em todas as taxonomias do domínio cognitivo: a 
“agilidade do raciocínio”, a “memória” e o “cálculo mental”, estão entre eles. 

Acresce que todos estes objectivos convivem com muitos mais, de igual ou 
menor grau de abrangência, encontrando-se com frequência repetições 
(apresentadas em formulações iguais ou muito aproximadas). Por outro lado, 
não se localizam apenas nas rubricas a eles destinadas, dispersando-se pelo corpo 
de cada documento. Também a técnica de formulação é muito variada: uns 
apresentam-se na perspectiva dos alunos e traduzem-se num breve enunciado, 
como é correcto que se faça, outros apresentam-se na perspectiva do professor e 
traduzem-se num texto de várias linhas. 

Assim sendo, a sistematização e especificação de alguns objectivos em 
tabelas, que se podem encontrar em vários documentos, ajuda a perceber 
aqueles que são essenciais e que, nessa medida, devem conduzir o trabalho dos 
professores. 


(2) Métodos 


Todos os documentos em causa apontam, de modo inequívoco, para a 
“resolução de problemas” e/ou “resolução de situações problemáticas”, aspecto 
que também, e como foi referido, é apresentado como objectivo. Esclarece-se 
que tais “problemas” ou “situações problemáticas” deverão estar ligados aos 
“Interesses dos alunos”, e traduzir “questões práticas”, “concretas”, do “dia-a-dia”, 
da “vida real”, da “vida corrente” da “escola” ou decorrentes da “abertura à 
comunidade”. Complementarmente, devem apelar a “estratégias pessoais”, 
resultantes de “interrogações” que os alunos possam pôr ou serem levados a pôr. 

Em sintonia com este método, são destacados outros que apoiam a sua 
concretização: “actividades de investigação”, “realização/desenvolvimento de 
projectos”, “jogos/ participação em jogos”, “actividades lúdicas”, “experiências 
de manipulação”, “diálogo e discussão com colegas e com o professor”, “trabalho 
em grupo”, “trabalho individual”, “escrita de textos”. Recomenda-se, ainda, 
actividades de “pesquisa”, de “realização de inquéritos”, bem como de “discussão 
de estratégias e institucionalização de conceitos e representações”. 
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Reforça-se a necessidade de “contextualização” em relação a todas elas, 
recomendando-se que os problemas ou situações problemáticas sejam 
“significativas” no quadro de vivência social e pessoal dos alunos. Acrescenta-se 
que estes devem dispor de “amplas oportunidades” para lidar com tais proble- 
mas ou situações problemáticas “complexas”, que, nessa medida, envolverem 
várias questões e tarefas mais simples que é preciso reconhecer e tratar para se 
chegar à solução global. Neste particular, um problema ou situação proble- 
mática deverá, desejavelmente, “ter uma ou mais soluções, com excessos de 
dados ou sem solução”. 

Pode dizer-se que se está face a métodos que procuram concretizar o que 
se designa por “construção de conceitos fundamentais”, por “construção, conso- 
lidação e mobilização dos conhecimentos”, o que solicita a presumível capa- 
cidade de iniciativa e de auto-orientação na e para a aprendizagem dos alunos. 
Desta maneira ganham pertinência sugestões como a seguinte: “utilização livre 
de materiais de apoio que o aluno entenda por mais conveniente”. Em contra- 
partida, o “treino” e o “esforço”, ainda que sejam referidos em dois documentos, 
estão longe de se destacarem como métodos fundamentais. Dando-se pre- 
ferência aos métodos que se considera desenvolverem a compreensão, justifica-se 
a explicitação de que a “máquina de calcular não pode deixar de ter lugar no 
ee Ciclo”. 

Anote-se, por último que, nos diversos documentos se aconselha a “diver- 
sificação metodológica”, não se explicando, porém, em que consiste no concreto 
preciso de sala de aula. 

Em suma, ainda que se esteja perante a possibilidade de esses métodos 
poderem ter leituras mais directivas ou menos directivas, consoante o grau de 
orientação que o professor imprime ao ensino, parece destacar-se a ideia de que 
é esta última a orientação mais desejável, aspecto que se verá de seguida. 


(3) Papel atribuído ao professor e ao aluno 


Do que foi exposto em (1) e (2) e em função da polarização na “resolução 
de problemas”, o papel dos alunos é, a diversos níveis, perspectivada como 
“activo”: na “construção de noções como resposta às interrogações levantadas”, 
“na exploração e descoberta de novos conceitos”, na “orientação e construção da 
sua própria aprendizagem”, na “transformação e mobilização de aquisições”, na 
“integração de novos significados”, no “aprender a aprender”. Não fica, con- 
tudo, claro o verdadeiro sentido desta “actividade”, nem como é que ela se deve 
processar no plano cognitivo. 
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Correlativamente, o papel do professor traduzir-se-á, acima de tudo, em 
“apoiar os alunos na descoberta de diversas formas de organização da sua apren- 
dizagem em interacção com os outros”, “criar espaços e tempos para intervenção 
livre dos alunos”, nomeadamente, “prever a realização de tarefas por iniciativa 
deles”. É, pois, esperado do professor que “modere”, “acolha”, “proponha”, 
“ponha perguntas”, “estimule a partilha de estratégias, a invenção”, papel bem 
distante da instrução directa. 


Em sintese 


Pode-se afirmar que, no seu conjunto, as orientações pedagógicas em 
destaque — objectivos, métodos, papel do professor e do aluno —, patentes nos 
documentos curriculares vigentes para o ensino da Matemática no Ensino 
Básico, não destoam das que constam em documentos curriculares para outras 
áreas curriculares. 

Em termos gerais, pode dizer-se que o “desenvolvimento integrado de 
capacidades e atitudes que viabilizam a utilização de conhecimentos” constitui a 
principal linha condutora deste nível de escolaridade. Não são, no entanto, 
aprendizagens de carácter universalizante, e de carácter abstracto que tomam a 
primazia nesse desenvolvimento, mas sim as que decorrem de “necessidades e 
interesses dos alunos”, de “acontecimentos significativos”, “do meio envolvente” 
e que nela ganham sentido. Tais aprendizagens devem derivar da “actividade” 
dos alunos, da sua “construção pessoal”, apelando, sobretudo, à “compreensão, 
interpretação e resolução de problemas”, à “realização de projectos”, à “inves- 
tigacáo”. Efectivamente, destaca-se que a “produção de trabalhos concebidos 
pelos próprios alunos” prepará-los-á para “questionar e compreender a reali- 
dade” e para nela “intervirem de modo personalizado, autónomo e crítico”. 

Ainda que, para tanto, se indique o recurso ao trabalho individual, a tónica 
é posta no “trabalho a pares, em grupos e colectivas”, de modo que os alunos 
possam partilhar e debater saberes, ideias e experiências vividas. Trata-se, pois, 
de um modelo de aprendizagem cooperativa, no âmbito do qual se procura que 
os alunos tomem “consciência de si, dos outros e do meio”, adquiram ou 
reforcem a “auto-estima e autoconfiança”. 

Aliado a este modelo, encontra-se o da aprendizagem situada ou contex- 
tualizada que, ao valorizar os desafios do “meio envolvente”, das “comunidades” 
em que os alunos se inserem”, propõe-se rentabilizar as potencialidades pedagó- 
gicas que, supostamente, é proporcionada pela complexidade e a autenticidade 
das vivências. 
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Apesar da extensáo e detalhe que o conjunto dos documentos em causa 
apresenta, não é explicitada a orientação ou orientações teóricas que guiaram a 
sua redacção, o que não significa que ela tenha assentado no vazio conceptual, 
sendo que, pelo exposto, é possível imputar-se-lhe um forte carácter constru- 
tivista, mais concretamente, sócio-construtivista 

Havendo, no nosso país, um grande desconhecimento acerca da sua inter- 
pretação e utilização por parte dos professores, bem como do seu impacto nas 
aprendizagens académicas, seria de todo o interesse investir-se no estudo destes 
dois aspectos, comparado os seus resultados com os de inúmeros trabalhos que 
têm sido realizados noutros países. 
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Comentário Final * 


Relativamente ás diversas intervencóes, há um ponto que me parece impor- 
tante salientar e que é o seguinte: sendo fundamental que se contemple em todas 
as áreas curriculares do Ensino Básico o desenvolvimento de atitudes e valores 
de cidadania, isso náo deve ser entendido como o propósito mais destacado nas 
aprendizagens disciplinares. 

Deve ser aliado a um outro propósito, o de desenvolvimento de competén- 
cias cognitivas, sendo que ambos náo dispensam os conhecimentos específicos, 
devendo ser trabalhados paralelamente a ele. 

Assim, diria que o essencial, no ensino da Matemática, da Ciéncia, ou da 
História, sáo os conhecimentos matemáticos, científicos ou históricos, sem, 
obviamente, deixarem de se coordenar com as competéncias — do foro cognitivo 
e afectivo — que pretendemos que os alunos adquiram. Ambos — conhecimentos 
e competéncias — sáo fundamentais para organizar e desenvolver o ensino. 

Como foi referido nesta sala, uma Matemática assente, náo no aluno nem 
no professor, mas nestes dois aspectos, apela, pelo menos em principio, para o 
valor intrínseco e instrumental desta disciplina. Quando solicitamos ao aluno 
para fazer certas tarefas na aula ou fora da sala, quando requeremos o seu 
esforço, à sua sistematização, são valores que estamos a tentar promover. 

Portanto, as atitudes e os valores de cidadania, apesar de serem impor- 
tantíssimos, náo podem obscurecer o conhecimento disciplinar, nem ser con- 
fundidas com ele. São dimensões que convém distinguirmos, pelo menos em 
termos de conceptualização. 


* Transcrição de gravação. 
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CONFERÉNCIA 


O PAINEL DE ACONSELHAMENTO 
NORTE-AMERICANO SOBRE O ENSINO 
DA MATEMÁTICA 





MANUEL CARMELO ROSA* 


O Prof. David Geary foi um dos 19 membros do “National Mathematics 
Advisory Panel” dos Estados Unidos da América que foi criado em Abril de 
2006 pelo Presidente George W. Bush e aprovou o seu relatório final com as 
respectivas conclusóes em 13 de Marco de 2008. 

Este painel, que foi já designado de histórico, reviu e analisou durante o 
período da sua actividade os melhores estudos científicos disponíveis dirigidos à 
promoção e melhoria do ensino e aprendizagem da matemática. 

O Relatório produzido por este grupo é considerado como a primeira 
análise integrada de educação matemática realizada nos EUA baseada em sólidos 
fundamentos científicos e resultou de um trabalho aturado de especialistas com 
enorme experiência, provenientes de diversas áreas científicas e com diferentes 
sensibilidades em relação ao ensino da Matemática, que receberam contributos 
de mais de 200 pessoas, de cerca de 150 organizações e que analisaram mais de 
16 000 estudos e trabalhos de investigação. 

O Relatório procura através das suas recomendações tornar claro o que 
deve ser feito para ajudar as crianças americanas a terem sucesso na aprendi- 
zagem da Matemática. Aponta no sentido de que os conceitos numéricos e 
matemáticos devem ser ensinados desde cedo e que se deve ajudar os estudantes 
a acreditar que podem melhorar as suas aptidões em matemática. 

O painel defende que quanto mais cedo as crianças aprenderem os concei- 
tos elementares da Matemática maiores oportunidades de sucesso terão no 
futuro. Ou seja, do mesmo modo que se passa com a leitura, os conhecimentos 
de matemática que as crianças levam para a escola nos primeiros níveis educa- 
tivos estão ligados aos seus desempenhos nos níveis subsequentes. Deste modo, 
faz todo o sentido que os pais, conhecendo esta realidade e da mesma forma que 
se sentem normalmente encorajados a promover a leitura nos seus filhos, quando 
estão preparados para isso, passem também algum tempo trabalhando com eles 
os números e os conceitos básicos da matemática se estiverem em condições de 
o fazer. 


* Director do Serviço de Educação e Bolsas da Fundação Calouste Gulbenkian. 
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O Relatório valoriza o papel dos professores como aqueles que estáo na 
melhor posição para determinar como se ensina um dado conceito ou se 
aprende a resolver um problema. Este Relatório náo define métodos de ensino 
mas apresenta sugestões sobre os momentos em que os estudantes, nos dife- 
rentes ciclos educativos, devem dominar e conhecer os temas críticos da mate- 
mática. 

Os estudos em que se baseia o Relatório e que enformam as suas con- 
clusões e recomendações mostram que é o esforço e o trabalho, e não apenas o 
talento inato, que fazem a diferenga entre sucesso e insucesso, e no caso da mate- 
mática esta demonstração é ainda mais evidente. Faz, por isso, todo o sentido 
que as crianças e os jovens sejam encorajados a trabalhar seriamente as questões 
da matemática de modo a poderem alcançar melhores resultados. 

O Relatório integra um importante conjunto de conclusões e recomen- 
dações em sete áreas do ensino da Matemática: 


— O Conteúdo Curricular; 

— Os Processos de Aprendizagem; 

— Os Professores e a Formação de Professores; 
— As Políticas de Ensino; 

— À Avaliação; e 


— As Políticas e procedimentos científicos. 


Para vos mostrar o cuidado e o rigor com que o trabalho deste painel foi 
elaborado, saliento o teor da conclusão n.º 23, que corresponde à primeira 
relativa ao Tema de Práticas de Ensino e que aborda uma matéria complexa e 
que tem suscitado grande controvérsia, não só nos Estados Unidos como 
também em Portugal e em muitas outras regiões do Mundo: a questão do ensino 
centrado no aluno ou comandado pelo professor. 

Conclui-se no Relatório que todas as recomendações, no sentido de que 
o ensino deve ser inteiramente orientado numa posição ou noutra, não estão 
comprovadas pela investigação e, portanto, se essas recomendações existem 
devem ser eliminadas e se estão a ser consideradas devem ser evitadas. Uma 
investigação de boa qualidade não apoia o uso exclusivo da adopção de uma prá- 
tica ou de outra. 

Por aqui se pode perceber o cuidado posto no trabalho realizado, a 
abordagem eminentemente científica com que se tratam todas as questões e o 
rigor das respectivas conclusões ainda que possam ser, como neste importante 
assunto, inconclusivo do ponto de vista científico. De qualquer modo, não se 
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evita a recomendação. Neste caso, defende-se abertamente que nenhuma das 
posições extremadas, que preconizam o uso exclusivo de uma determinada 
orientacáo, possam ou devam ser adoptadas. 

Por aqui se percebe como, conjugando o painel de especialistas uma 
enorme diversidade de sensibilidades para o tema do ensino e aprendizagem da 
Matemática, se tenha obtido unanimidade na versáo final do relatório e nas suas 
conclusões e recomendações. 

O Prof. David Geary esteve especialmente empenhado em trabalhar, em 
conjunto com alguns outros membros do painel, o importante tema dos pro- 
cessos de aprendizagem e é especialmente sobre essa matéria, de que é um 
especialista altamente qualificado, que nos vai falar. 


Sobre o tema da Aprendizagem em Matemática, o Prof. David Geary fez 
uma apresentação muito interessante e clara, que julgo que irá proporcionar um 
debate alargado com a audiência. 

Alguns dos aspectos por ele salientados merecem uma atenção especial. 
Refiro, por exemplo, a ideia de que o currículo deve desenvolver em simultâneo 
a compreensão conceptual, a fluência do cálculo e as aptidões para resolver 
problemas, porque estas capacidades estão inter-relacionadas, facilitando cada 
uma delas a aprendizagem das outras. Como salienta o Prof. Geary estas questões 
são normalmente desvalorizadas e não são geralmente objecto do debate que se 
justifica, o que dificulta a sua aplicação pelos principais agentes responsáveis 
pelo ensino: os professores. 

Um outro aspecto é sublinhar o carácter incrementalista da aprendizagem 
da Matemática. O Prof. Geary é muito claro quando refere que as crianças que 
não têm um sólido conhecimento da aritmética básica têm sérias dificuldades 
quando se trata de aprender álgebra. 
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LEARNING MATHEMATICS: 
FINDINGS FROM THE NATIONAL (UNITED STATES) 
MATHEMATICS ADVISORY PANEL 


DAVID C. GEARY*, DANIEL B. BERCH**, WADE BOYKIN***, 
SUSAN EMBRETSON****, VALERIE REYNA*****, 
ROBERT S. SIEGLER****** 


In April, 2006 President Bush created the National Mathematics Advi- 
sory Panel via Executive Order (Presidential Executive Order 13398). The 
Panel’s charge was to advise the President and the Secretary on ways “...to foster 
greater knowledge of and improved performance in mathematics among Ame- 
rican students... with respect to the conduct, evaluation, and effective use of the 
results of research relating to proven-effective and evidence-based mathematics 
instruction” (p. 20519). The Executive Order further called for recommenda- 
tions “...based on the best available scientific evidence” (pp. 20519-20520). 
Moreover, the Executive Order also defined a particular set of topics for the 
Panel to examine: 


a) the critical skills and skill progressions for students to acquire compe- 
tence in algebra and readiness for higher levels of mathematics; 


b) the role and appropriate design of standards and assessment in promo- 
ting mathematical competence; 


c) the processes by which students of various abilities and backgrounds 
learn mathematics; 


d) instructional practices, programs, and materials that are effective for 
improving mathematics learning; 


e) the training, selection, placement, and professional development of tea- 
chers of mathematics in order to enhance students’ learning of mathe- 
matics; 


* University of Missouri, ** University of Virginia, *** Howard University, **** Georgia 
Institute of Technology, ***** Cornell Universit, ****** Carnegie Mellon University. 
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f) the role and appropriate design of systems for delivering instruction in 
mathematics that combine the different elements of learning processes, 
curricula, instruction, teacher training and support, and standards, 
assessments, and accountability; 


g) needs for research in support of mathematics education; 


h) ideas for strengthening capabilities to teach children and youth basic 
mathematics, geometry, algebra, and calculus and other mathematical 
disciplines; 


i) such other matters relating to mathematics education as the Panel deems 
appropriate; and 


j) such other matters relating to mathematics education as the Secretary 
may require. 


The first item indicates the Panel’s focus was to be on the preparation of 
students for entry into and success in algebra, which itself is a foundation for 
higher mathematics. The Panel thus addressed the teaching and learning of 
mathematics from preschool through high school algebra, with a particular 
emphasis on the concepts and skills most relevant to the learning of algebra. 
Over a period of 20 months, each of the Panel’s five task groups carried out a 
detailed analysis of the available evidence in a major area responsibility: 
Conceptual Knowledge and Skills, Learning Processes, Instructional Practices, 
Teachers and Teacher Education, and Assessment. Each of the three subcom- 
mittees was charged with completion of a particular advisory function for the 
Panel: Standards of Evidence, Instructional Materials, and the Panel-commis- 
sioned National Survey of Algebra Teachers. The key findings and recommen- 
dations were published in Foundations for Success (National Mathematics 
Advisory Panel, 2008a), followed by publication of more detailed task-group 
and subcommittee reports (National Mathematics Advisory Panel, 2008b). 

The charge of the Learning Processes Task Group was address what is 
known about how children learn and understand areas of mathematics related 
to algebra and preparation for algebra. Our task-group report covered the 
areas of 1) General Principles of Cognition and Learning; 2) Social, Motivatio- 
nal, and Affective Influences on Learning; 3) What Children Bring to School; 
4) Whole Number Arithmetic; 5) Fractions, Decimals, and Proportions; 
G) Estimation; 7) Geometry; 8) Algebra; 9) Differences Among Individuals and 
Groups; and 10) Brain Sciences and Mathematics Learning (Geary, Boykin, 
Embretson, Reyna, Siegler, Berch, & Graban, 2008). In this chapter, we provide 
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a brief overview of our main conclusions and recommendations in these areas; 
interested readers will find more detailed reviews in Geary et al. (2008). Some 
aspects of these reviews were focused on children in the U.S., but most of the 
descriptions of the learning process and the conclusions regarding the fostering 
of this learning are applicable to students anywhere. 


GENERAL PRINCIPLES: FROM COGNITIVE PROCESS 
TO LEARNING OUTCOMES 


Cognitive science is the study of the processes that underlie learning and 
cognition and is a foundational component of scientifically informed educatio- 
nal practice. There is a large body of high-quality research on learning mecha- 
nisms that can be directly applied to the classroom to improve student learning 
and achievement (e.g., Cepeda, Pashler, Vul, Wixted, & Rohrer, 2006); howe- 
ver, this research is not being optimally used at present. 

The two main classes of cognitive mechanism that control learning are: 
1) information processing operations (attentional focus, working memory, retrie- 
val, and retention) and 2) mental representations (declarative, procedural, con- 
ceptual, and verbatim and gist memories). Students also engage in metaco- 
gnitive processing, which controls information-processing operations such as 
selecting strategies for effective problem solving. Factors such as motivation, 
anxiety, nutrition, and availability of resources (e.g., quality textbooks) also 
affect learning (e.g., Ashcraft, 2002; Cadinu, Maass, Rosabianca, & Kiesner, 
2005). However, they do so through their effects on cognitive processes. For 
example, students who are anxious about mathematics tests do poorly on the 
tests, not necessarily because of low-level skills, but because their anxiety results 
in thoughts about their competency intruding into working memory and 


disrupting their problem solving (Beilock, Kulp, Holt, & Carr, 2004). 


Information Processing 


Information processing begins when a student encounters information, 
and lasts until that information is acted upon and a response is made. The 
process starts with attention, without which information is lost (Cowan, 1995). 
Certain educational practices and the learning environment can improve a 
students chance of paying attention, and students’ efforts to maintain their 
attention improve with practice and age. 
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Information that is the focus of attention becomes available to their 
working memory; the information is made available to conscious awareness and 
for explicit problem solving. With practice and the extraction of meaning, the 
information can be transferred from working memory to long-term memory. 
Deficiencies or superiorities in working memory capacities are major contribu- 
tors to learning disabilities or accelerated learning, respectively. Improving 
the capacity of working memory can be assisted by achieving automaticity, or the 
automatic retrieval of facts or procedures/algorithms from long-term memory. 
Automaticity is only achievable through specific experiences with the material, 
including practice over time. 

Long-term understanding of concepts is achieved as more complex mate- 
rial is introduced. Simple problems can be solved with little thought, but core 
concepts are less likely to be stored in long-term memory. Increasingly challen- 
ging material asks the student to devote a deeper level of cognitive effort and to 
actively process information, leading to increased retention. Conceptual unders- 
tanding is critical for transfer of knowledge (e.g., Bassok 82 Holyoak, 1989). 
Transfer is the ability to apply learning in situations beyond the examples 
studied. Research shows that testing and studying for the test helps in the trans- 
fer process, as it asks the student to practice retrieving information from 
memory (Roediger & Karpicke, 2006). Research also shows that instruction 
that requires use of more abstract representations, as opposed to focusing on 
concrete examples, can increase the chances for learning and transfer because it 
calls for a new application of knowledge to each problem presented. 


Mental Representation 


Information stored in memory is represented in different ways in the 
brain, including: 1) declarative knowledge or explicit memory for specific events 
and information, such as addition and subtraction facts; 2) procedural know- 
ledge or implicit memory for cognitive and motor sequences and skills, such as 
algorithms with whole numbers, fractions, and decimals; and 3) conceptual 
knowledge or general knowledge and understanding, such as the commutativity 
principle. 

The number line is a core tool in modern mathematics and is used in 
many contexts, ranging from a representation of the sequence of whole numbers 
to the basis for the coordinate system in algebra. One important cognitive 
mechanism in mathematics learning is the so-called mental number line, which 
takes the form of an analogue representation of the physical number line. 


1/8 


Children's early representations of the number line are not the same as those 
used by mathematicians, but can become so with schooling (Siegler & Booth, 
2005). For instance, research shows that exposing low-income children to 
games using consecutively numbered, linearly arrayed squares, dramatically 
improves their understanding of this tool and enhances their early math skills 
(Siegler & Ramani, 2008). 

Research on reasoning and memory shows that memories occur in either 
verbatim or gist form (Brainerd & Reyna, 1993). Verbatim memory refers to 
literal information, such as specific actual numbers, and equations; memory for 
gist refers to major relations among the pieces of information, including various 
numerical approximations such as more, less, or between. Verbatim recall of 
mathematics knowledge (e.g., facts, definitions) is an essential feature of math 
education, and it requires a great deal of time, effort, and practice. Gist memory, 
or less precise, conceptual memory traces, also has broad implications for lear- 
ning because it is the form of memory that is typically relied on in reasoning. 
A combination of gist knowledge and verbatim knowledge is critical for success 
in mathematics. 


SOCIAL, MOTIVATIONAL, AND AFFECTIVE INFLUENCES 
ON LEARNING 


Learning Goals and Beliefs 


Children’s goals and beliefs about learning are related to their mathema- 
tics performance (e.g., Ames, 1990; Nicholls, 1984; Dweck & Leggett, 1988). 
These in turn are organized in terms of children’s orientation toward mastery, 
the sources of their motivation to learn, their beliefs about their ability to learn, 
and their anxiety about the content of learning. 


Mastery-and Performance-Orientation 


Mastery-oriented students who relate achievement with effort show better 
long-term academic development in mathematics and the pursuit of difficult 
academic tasks (Dweck & Leggett, 1988); these students are more likely than 
performance-oriented students to persist when the material become difficult. 
Performance-oriented students who believe that learning mathematics is stron- 
gly related to innate ability show less persistence on complex tasks. When 
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students are told that beliefs about effort and ability can be changed, they are 


shown to undergo a significant rebound in their mathematics grades (Blackwell, 
Trzesniewski, 87 Dweck, 2007). 


Intrinsic and extrinsic motivation 


Young children’s intrinsic motivation to learn (i.e., desire to learn for its 
own sake) is positively correlated with academic outcomes in mathematics and 
other domains, and is related to mastery goals (e.g., Lepper, Corpus, Iyengar, 
2005). It declines across grades as material becomes increasingly complex and as 
instructional formats change (Gottfried, Fleming, & Gottfried, 2001); extrinsic 
motivation, where the motivation to learn is an external reward, is related to 
performance goals. 

The complexity of the material being learned reflects demands of a 
modern workforce that may not be fully reconcilable with intrinsic motivation. 
The latter should not be used as the sole gauge of what is appropriate academic 
content. At the same time, correlational evidence suggests that the educational 
environment can influence students’ intrinsic motivation to learn in later 
grades. Further studies that experimentally assess the implications of these 
correlational results, that is, studies aimed at more fully understanding the rela- 
tion between intrinsic motivation and mathematics learning, are needed to 
determine the optimal combination of intrinsic and extrinsic motivations for 
mathematics learning as children progress from simple (e.g., number words) to 
more complex (e.g., linear algebra) content. 


Attributions and Self Regulation 


Students’ beliefs about the causes of their success and failure have been 
repeatedly linked to their engaging and persisting in learning activities 
(Bandura, 1997). Among these beliefs is self-efficacy; the evaluation of one’s 
ability to succeed at the task. Self-efficacy has emerged as a significant correlate 
of academic outcomes. However, the cause and effect relation between self-effi- 
cacy and mathematics learning remains to be fully determined, as does the rela- 
tive importance of self-efficacy versus ability in moderating these outcomes. 

Self-regulation is a mix of motivational and cognitive processes, which 
includes setting goals, planning, monitoring, evaluating, and making necessary 
adjustments in one’s own learning process (Fuchs, Fuchs, Prentice, Burch, 
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Hamlett, Owen et al., 2003). When prompted to carry out these strategies, chil- 
dren's arithmetic learning improved. Although the concept appears promising, 
further research is needed to establish the relation for a wider range of mathe- 
matics knowledge and skills. 


Mathematics anxiety 


Anxiety is an emotional reaction that is related to low mathematics achie- 
vement, failure to enroll in advanced mathematics courses, and poor scores on 
standardized tests of math achievement (Hembree, 1990). It also may be rela- 
ted to failure to graduate from high school. Mathematics anxiety results in 
thoughts about ones competence intruding into working memory and on 
managing the anxiety reaction rather than on solving the mathematic problem 
(Ashcraft 82 Krause, 2007). The result is frequent problem-solving errors and 
eventual avoidance of mathematics. At present, however, little is known about 
its onset or the factors responsible for it. Potential risk factors include low 
mathematics aptitude, low working memory capacity, vulnerability to public 
embarrassment, and negative teacher and parent attitudes. Research that assesses 
these potential risk factors is needed, as is the development of promising inter- 
ventions, such as cognitive-behavioral therapies, for reducing debilitating 
mathematics anxiety (Hembree, 1990). 


Sociocultural Perspective 


The most influential sociocultural perspective on mathematics learning is 
that of Vygotsky (Rieber & Carton, 1987). He characterized learning as a social 
induction process through which learners become increasingly able to function 
independently through the guidance of more knowledgeable peers and adults. 
This core assumption is that knowledge is first acquired during the interaction 
between the learner and other people, and that the knowledge is later internali- 
zed so that the learner can act on the knowledge in increasingly independent 
ways. Through this process of internalization, learners gain the knowledge and 
skills necessary for adequate functioning in their society (Wertsch, 1985). 

All told, the concepts and processes such as zone of proximal develop- 
ment, scaffolding, and guided participation reflect core aspects of Vygotsky's 
sociocultural theory as related to instruction, and may hold important heuristic 
value. However, a shortage of controlled experiments makes the usefulness of 
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this approach for improving mathematics learning difficult to evaluate, and thus 
its utility in mathematics classrooms and mathematics curricula remains to be 
scientifically tested. 


WHAT CHILDREN BRING TO SCHOOL 


Mathematical learning begins at birth and continues through the time 
children first arrive at school. The amount of mathematical knowledge students 
bring to school has important consequences for their long-term learning, 
because children who start kindergarten behind their peers tend to stay behind 
throughout their schooling Duncan, Dowsett, Clasessens, Magnuson, Huston, 
Klebanov et al., 2007). 


Roots of Numerical Understanding 


Mathematical development begins in the first months of infancy, with non- 
-verbal representations of numbers of objects (Antell & Keating, 1983). Infants 
can notice and react to differences in the numbers of objects in small sets, and they 
also have the ability to tell the difference between more and less (Wynn, 1992). 
These skills suggest that people posses an innate non-verbal sense of number that 
provides a foundation for learning the verbal number system. 

Many 2-year-olds know some number words and by 3 or 4 years most 
children can count from 1 to 10. While children at this age may be able to count, 
many have only mastered the superficial form of counting without unders- 
tanding its purpose. By age 4, children begin to acquire key counting concepts, 
such as cardinal value (i.e., the final number in the count represents the number 
of objects in the set; Gelman & Gallistel, 1978; Fuson, 1988; Siegler & 
Robinson, 1982). 

Being able to recite number words does not guarantee that a child unders- 
tands the magnitudes of numbers, such as that 7 is larger than 6. By kindergar- 
ten, most children begin to understand the magnitudes of the numbers from 
1 to 10; many kindergartners from middle-income families also have knowledge 
of the magnitude of numbers from 1 to 100, although they tend to overestimate 
the distance between small numbers and underestimate the distance between 
large ones. 

By the start of kindergarten, most children also a) can retrieve from long- 
-term memory answers to a few basic additional and subtraction facts, such as 
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2 + 2 = 4; b) know a variety of other procedures for solving simple addition and 
subtraction problems; and c) show some implicit understanding of basic arith- 
metic concepts, such as that addition and subtraction are inverse operations (Geary, 
2006; Siegler 82 Shrager, 1984). Children of this age also choose effectively among 
strategies; for example, they solve the easiest problems by retrieving the informa- 
tion from long-term memory, and solve the harder problems using the slower but 
more accurate (when the fact is not memorized) method of finger counting. Use of 
the counting algorithms with difficult problems helps children generate the correct 
answer, which improves their likelihood of remembering it when the problem is 
presented later. By the time they enter kindergarten, students also use measurement 
strategies that reflect basic understanding of more than, less than, and equal to, and 
show basic geometrical knowledge of simple shapes. 


Differences among Individuals and Groups 


Mathematical knowledge during preschool and kindergarten is predictive of 
mathematical knowledge in third, fifth, and eighth grade (Duncan et al., 2007). 
The predictive relation may well extend to high school and beyond, but the rele- 
vant research has not been conducted. In the U.S., students who are at risk for low 
mathematics achievement tend to come from single-parent families with low-paren- 
tal education levels, families where English is not the primary language, and fami- 
lies living in poverty. African-American and Hispanic children are more likely than 
other children to enter kindergarten with poor mathematical knowledge. 


Improving Early Mathematical Knowledge 


A variety of promising instructional programs have been developed to 
improve the mathematical knowledge of preschool children, especially students 
from at-risk backgrounds (Griffith, 2004; Klein 82 Starkey, 2004; Siegler 82 
Ramani, 2008). Programs that have shown success focus on helping young chil- 
dren form a mental representation of numbers, such as the mental number line; 
using mental representations to think about sets of real-world objects and arith- 
metic operations on those sets; familiarizing students with the language of 
numbers and mathematics; providing experiences with counting, numerical 
estimation, arithmetic, spatial, geometrical, logical reasoning, and other aspects 
of mathematics; and using computer software that promotes acquisition of 
geometric and numerical ideas and skills. 
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WHOLE NUMBER ARITHMETIC 


The mastery of whole number arithmetic is a critical step in children’s 
mathematical education. The road to mastery involves learning arithmetic facts, 
algorithms, and concepts. 


Acquisition of Arithmetic Facts 


The quick and efficient solving of simple arithmetic problems is achieved 
when children retrieve answers from long-term memory or retrieve related 
information that allows them to quickly reconstruct the answer. The latter 
might involve retrieving the combination 5 x 6 = 30 to solve 30 = 6. Retention 
of these facts requires repeated practice. Research indicates that learning of addi- 
tion and multiplication facts is easier to achieve than learning of subtraction and 
division facts, due to the commuted relation within addition and multiplication 
pairs (e.g., 3 + 4 = 4 + 3; Campbell & Xue, 2001; Rickard, 2004, 2005). 
Children and many adults in the United States have not reached the point of 
fast and efficient recall of simple arithmetic problems (e.g., Geary, Bow-Thomas, 
Liu, & Siegler, 1996; Geary, Frensch, & Wiley, 1993). One result is that solving 
problems is slower and requires more working memory resources. The latter 
makes the solving of complex problems in which simple arithmetic is embedded 
more difficult and error prone. 

We note that the learning and subsequent retrieval of basic facts does not 
involve the representation of isolated problem-answer combinations in long- 
-term memory. Rather, this knowledge is embedded in a network of number 
and arithmetic related information. The use of the term “fact retrieval” simply 
refers to the goal of remembering the correct answer, and does not imply the 
associated problems, numbers, and answers are unrelated to other forms of 
knowledge, such as knowledge of general magnitude of the answer. 


Learning Arithmetical Algorithms 


Algorithms range in complexity from counting to solve simple addition 
problems to the lengthy sequence of steps involved in solving division problems. 
Learning of complex algorithms is highly dependent on working memory 
resources and requires repeated use of the algorithm extended over time (e.g., 
DeStefano & LeFevre, 2004; Tronsky, 2005). Algorithms that are taught along 
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with related concepts are more likely to be transferred to novel problems and 
less likely to be inappropriately used (Blóte, Van der Burg, & Klein, 2001). 
Mastery of standard algorithms is dependent on committing these problem- 
-solving steps to long-term procedural memory, at which point the algorithm 
can be executed automatically with little demand on working memory resources. 
Algorithms that are mastered are less prone to disruption due to anxiety or in 
contexts such as high-stakes testing. 


Core Arithmetical Concepts 


The core concepts that children should understand and use when solving 
arithmetic problems include mathematical equality, the commutative and asso- 
ciative properties of addition and multiplication, the distributive property of 
multiplication, identity elements for addition and multiplication, the composi- 
tion of numbers, connections between arithmetic and counting, and the inverse 
relation between addition and subtraction and between multiplication and divi- 
sion. 

Conceptual understanding is critical for children’s ability to identify and 
correct errors, for appropriately transferring algorithms to solve novel problems, 
and for understanding novel problems in general. As just one example, children 
begin school with an informal understanding of the commutative property of 
addition, elaborate on this to gain an informal understanding of the associative 
property, and use this informal knowledge when solving addition problems 
(e.g., Klein & Bisanz, 2000; Canobi, Reeve, & Pattison, 2002). At the same 
time, children are not always able to explicitly describe these properties and 
often do not have the insight that their informal understanding has a formal, 
algebraic counterpart (e.g., a + b = b + a). 


Conclusions and Recommendations 


U.S. students do not meet the goal of fast and efficient solving of basic 
arithmetic combinations or execution of standard algorithms and their compe- 
tence in these areas is well below that of students in many other developed 
countries. U.S. students have a poor grasp of most core arithmetical concepts; 
most U.S. students do not understand the distributive property of multiplica- 
tion, or know identity elements or the inverse relation between division and mul- 
tiplication, among other deficits. Mastery of these core concepts is a necessary 
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component of learning arithmetic and is needed to understand novel problems 
and to use previously learned procedures to solve novel problems. The develop- 
ment of conceptual knowledge and procedural skills is intertwined, each 
supporting the other. Fast access to number combinations, prime numbers, and 
so forth supports problem solving because it frees working memory resources 
that can then be focused on other aspects of problem solving. 


Classroom 


The development of measures that support teachers ability to make 
formative assessments of children’s procedural and conceptual competencies in 
all key areas of whole number arithmetic should be a research priority. 


lraining 


leachers. For teachers to take full advantage of formative assessments, they 
must have a better understanding of children's learning and the sources of chil- 
dren's conceptual and procedural errors in the content areas they are teaching. 
As an example, many errors on conceptual tasks are systematic and can provide 
information on how students are misunderstanding the concept. These errors 
can be used in formative assessments and to focus instruction. However, as 
noted, for teachers to make full use of these common errors in children’s arith- 
metic learning, they must understand how children learn arithmetic, and how 
children conceptualize and misconceptualize core concepts. 

The development of courses in mathematical cognition for inclusion in 
teacher training programs will be necessary to address this goal. 

Researchers. Programs that support cross-disciplinary pre-doctoral and 
post-doctoral training in cognition, education, and mathematics are needed to 
ensure a sufficient number of researchers that study children's mathematical 
learning, and have the background needed to bridge the gap between laboratory 
studies and classroom practice. 


Curricula 


The fast and efficient solving of arithmetic combinations and execution 
of procedures require considerable practice that is distributed across time. The 
consistent failure of U.S. children to achieve mastery of these topics is a strong 
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indication that most current curricula in the United States do not provide these 
experiences. Although definitive conclusions cannot be drawn at this time due 
to lack of relevant, large-scale experimental studies, the research that has been 
conducted suggest that effective practice should include a conceptually rich and 
varied mix of problems, with several features: 


1) Present more difficult problems (e.g., 9 + 7) more frequently than less 
difficult problems (e.g., 3 + 1); this is because long-term retention of 
difficult problems requires more practice. 


2) Highlight the relations among problems. 
For example, the inverse relation between addition and subtraction: 
Ay] = 
11 - 4 = 
3) Order practice problems in ways that reinforce core concepts. 


For example, Identity elements: 


3x0= 
O x 8 = 
6 x O = 


4) Include key problems that support formative assessments. 


Such problems can reveal students misconceptions and problem solving 
errors: 


7-4 = 
4-7 = 
Errors on the second problem (i.e., 4 - 7 = 3) are common because children 
infer that the commutative relation they learned for addition also applies to 


subtraction. Errors on these types of problems may be diagnostic of this incorrect 
inference, which can then be addressed as part of classroom instruction. 


Research 


Although much is known about some areas of children's arithmetical 
cognition and learning, further research is needed in the areas of children's lear- 
ning of complex algorithms (e.g., division algorithm); the relation between 
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conceptual knowledge and procedural learning; and on the learning of core 
concepts, including the base-10 number system, the distributive property of 
multiplication, and identity elements, among others. 

Studies that focus on the translation of cognitive measures of children's 
learning into formative assessments that are easily understood by teachers and 
used in the classroom are needed. 


FRACTIONS, DECIMALS, AND PROPORTIONS 


Fractions, decimals, and proportions are introduced into the mathematics 
curriculum as early as elementary school and yet solving problems with these 
quantities remains difficult for many adults. Understanding and manipulating 
fractions is crucial for further progress in mathematics and for tasks of everyday 
life. Central to the charge of the National Mathematics Advisory Panel, know- 
ledge of fractions and related concepts has been described as “fundamental to 
the learning of algebra.” In a nationally representative sample, teachers of 
Algebra I rated students as having the poorest preparation in “rational numbers 
and operations involving fractions and decimals” among fifteen areas of mathe- 
matics, surpassed only by “solving word problems”; see Foundations for Success 
(National Mathematics Advisory Panel, 2008a). 


Definitions and Interpretations 


A fraction is defined as a point on the number line, based on the concept 
of a part-whole relation, with the unit segment [0,1] (the segment from 0 to 1) 
serving as the whole. From this mathematical definition of a fraction, other defi- 
nitions can be derived, such as the division interpretation. 

Psychologically, however, there are at least five interpretations or 
“subconstructs” of fractions, including measure, quotient, ratio number, multi- 
plicative operator, and part-whole (Sophian, 2007). There are a number of 
properties of fractions that are related to one or more of these interpretations: 
that fractions become smaller as denominators become larger, assuming that the 
numerator is held constant; that the effect of denominator magnitude is multi- 
plicative; that segments are infinitely divisible or dense; and others. Unlike 
mathematical definitions, which can be explained, derived, or, with the help of 
theorems, proved to be related to one another in precise ways, the relations 
among different psychological interpretations or properties are unclear. 
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Furthermore, because of the lack of clarity concerning how psychological 
interpretations of fractions relate to one another, scholars frequently differ in the 
meanings they attach to such terms as “conceptual knowledge” of fractions, 
emphasizing varied interpretations and properties. We defined conceptual 
knowledge with respect to performance on specific tasks that are designed to 
diagnose comprehension of aspects of knowledge about fractions, decimals, or 
proportions. Psychometric studies have distinguished computational ability 
from conceptual knowledge and, thus, research concerning the former was also 
reviewed. 


Extent of the Problem 


Difficulties with fractions extend beyond those with learning disabilities 
in mathematics (Hecht, Vagi, & Torgesen, 2007). The failure to attain basic 
facility with fractions constitutes an obstacle to progress to more advanced 
topics in mathematics, including algebra and, presumably, to career paths that 
require mathematical proficiency, as well as potentially interfering with life-and- 
-death aspects of daily functioning (e.g., understanding and adhering to medi- 
cal regimes; Reyna & Brainerd, 2008). 


Paths of Acquisition 
Informal, implicit knowledge 


To accurately assess competence, it is important to separate children’s 
understanding of formal fractional notation from their intuitive ability to 
understand fractional relations and perform calculations using fractional quan- 
tities. Illustrating the difficulty in understanding notation, children frequently 
add numerators and denominators together without regard for the notational 
convention that each numerator-denominator combination refers to a single 
quantity (e.g., Carpenter, Coburn, Reys, Wilson, & Corbitt, 1978). When such 
notational constraints are removed, young children reveal a nascent ability to 
understand ratios. Preschool children’s experiences with and understanding of 
part-whole relations among sets of physical objects may contribute to an early 
understanding of simple ratios (e.g., Mix, Levine, & Huttenlocher, 1999). 

Similarly, the ability to manipulate fractions — to engage in a kind of infor- 
mal computation with fractions that does not involve conventional notation — 
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is also present early. Research shows that sharing forms the basis for preschool 
age children’s ability to partition a quantity into roughly equal parts through a 
process of distributive counting. Preschoolers also know that the term “half” 
refers to one of two parts and can use the notions of greater than half versus less 
than half to recognize which of two proportions are closer to a target propor- 
tion. This does not, however, mean though that they understand the inverse 
relation among quantities. Research also shows that children are able to appre- 
ciate and generalize the inverse relation after just a few trials demonstrating how 
changes in the denominator affected the size of each share, suggesting that some 
level of competence was already present upon which to build. 


Formal, mathematical knowledge 


Studies of elementary and middle school-aged children have focused on 
the acquisition of conceptual knowledge, computational skills, and the ability 
to use both of these abilities in conjunction with reading comprehension to 
solve word problems involving fractional quantities (e.g., Hecht et al., 2007; 
Rittle-Johnson, Siegler, & Alibali, 2001). Conceptual knowledge tasks have 
included identifying which of several fractions is largest, judging relative magni- 
tude, translating pictorial representations into equivalent formal fractional 
representations, and vice versa. Computational tasks have involved adding, 
subtracting, multiplying and (rarely) dividing fractions using pictures, numbers, 
and verbal descriptions. Scores on items assessing conceptual knowledge have 
consistently been shown to explain unique variance in performance on compu- 
tational fraction problems, word problems that include fractions, and estima- 
tion tasks with fractional quantities. 

Consistent with these findings and illustrating the close connection 
between conceptual and procedural (computational) abilities, research shows 
that most of the errors on fraction computation problems could be classified as 
involving a faulty procedure (Hecht, 1998). Children’s accuracy at recognizing 
formal procedural rules for fractions and automatic retrieval of basic arithmetic 
facts also predicted computational skills, above and beyond the influence of 
intelligence, reading skills, and conceptual knowledge. Research also shows that 
on-task time during mathematics classes influenced performance through its 
effect on conceptual knowledge. 

Motivation also has positive effects on fraction learning (Schunk, 1996). Mas- 
tery goals rather than performance goals may produce higher self-efficacy, skill, 
and other achievement outcomes in students. Performance goals with self-evalua- 
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tion components may be more effective than without. Early levels of basic arithme- 
tic skills may predict those children who will later have difficulty with fractions, 
and building such skills may enhance performance on fraction computation 
problems. 

Proportional reasoning involves many of the same elements as fractions, 
decimals, and other ratio concepts but it requires, in addition, the coordination 
of two ratio quantities (e.g., Sophian, 2000). Early, informal competence can be 
detected if children are able to use perceptual cues, for surface area in parti- 
cular, to judge relative numerosity. Research shows that young children are able to 
identify corresponding spatial ratios based on relational information rather than 
the exact form of the stimuli. Yet, when problems involve numbers and simple 
ratios, children generally perform poorly until 7 or 8 years of age, although gaps 
in understanding remain after these ages. 


Obstacles to Mastery 


The contrast between the relative ease of learning to count, which is enga- 
ged in spontaneously and seems to build easily on prior intuitions, and the rela- 
tive difficulty of learning fractions may be due to a fraction’s lack of fit with 
properties of counting (Gelman, 1991; Sophian, 2007). Because of the property 
of infinite divisibility, fractions, unlike counting numbers, do not form a 
sequence in which each number has a fixed successor. Therefore, it has been 
argued that the one-to-one and stable-order principles that are important to 
counting are misleading when children attempt to generalize from whole 
numbers to fractions; one-to-one refers the to relation between number words 
Cone,” “two”...) and counted objects and stable order indicates that the same 
order of number words is used for all counts (Gelman & Gallistel, 1978). 

Although the concept of infinite divisibility is of interest because it distin- 
guishes fractions from whole numbers, this does not mean that children do not 
inappropriately apply knowledge about whole numbers to fractions regardless of 
what they believe about divisibility. It appears that when children do not 
understand the conventions of reading fractions, they over-generalize from their 
knowledge of whole numbers. 

Pictorial representations in early demonstrations, without sufficient empha- 
sis on the nature of wholes in part-whole relations and the importance of equal- 
sized parts, also may be an obstacle. Number line representation may be more 
effective in teaching fractional concepts. However, little research has been con- 
ducted comparing the relative effectiveness of different representational formats. 


191 


Research on working-memory demands of different tasks shows that 
different fraction interpretations entail different information-processing 
demands (English & Halford, 1995). A ratio interpretation involves just binary 
relations, because only two subsets need to be related to each other. In contrast, 
fractions entail “ternary” relations, because three sets are related. Assessing equi- 
valence relations between two fractions entails “quaternary” relations, because 
relations among all four quantities must be considered; judging relative magni- 
tudes of fractions with unequal denominators and numerators makes similar 
demands. Quotient interpretations of fractions are more demanding of working 
memory resources than part-whole interpretations because they involve a more 
complex series of mappings between the fraction notation and the underlying 
conceptual meaning of the notations. 

Individual differences in working memory have been associated with 
performance on fraction tasks (Hecht ez al., 2007). Effects of working memory 
were independent of effects of conceptual knowledge, which means that both 
factors are important and neither can be reduced to the other. Although 
working memory is described as an individal difference, it does not mean that 
it cannot be changed or that strategies cannot be learned. Moreover, conceptual 
knowledge carried the greatest weight in predicting performance on all three 
outcome measures (computation, estimation, and word problems), whereas 
working memory only affected word problems and only indirectly affected 
computation through knowledge of basic arithmetic facts. 


Conclusions and Recommendations 


A basic interpretation of a fraction is a part-whole relation of two or more 
values, although there are other interpretations of fractions. Fractions can be 


represented as proper fractions eg ), mixed numbers (e.g., 2e ), or in deci- 


mal form (e.g., 0.8), but are often represented using pictures during early 
instruction. Difficulty with fractions is pervasive and is an obstacle to further 
progress in mathematics, and, thus, is likely to constrain achievement in science 
and pursuit of scientific careers (e.g., Sadler & Tai, 2007). The inability to 
understand and compute fractions, decimals, and proportions has important 
real-life implications, and has been linked to poor health outcomes, among 
other harmful effects. 
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Classroom 


The learning of arithmetic facts contributes to the foundation for learning, 
fractions. Committing such facts to long-term memory reduces working 
memory demands of problem solving and thus allows attention to be focused 
on other problem features. Therefore, children should begin fraction instruction 
with the ability to quickly and easily retrieve basic arithmetic facts. Instruction 
focusing on conceptual knowledge of fractions is likely to have the broadest and 
largest impact on problem-solving performance provided that it is aimed at 
accurate solution of specific problem types that tap conceptual knowledge. 
Procedural knowledge is also essential, however. Although procedural know- 
ledge must be learned separately, it is likely to enhance conceptual knowledge 
and vice versa. Successful interventions reported in scientific literature could be 
transferred easily to classrooms. These interventions include using fraction 
names that demarcate parts and wholes (e.g., “three parts of four”), using picto- 
rial representations that are mapped onto the number line, and linking compo- 
site representations of fractions to representations of the number line. Concep- 
tual and procedural knowledge about fractions less than one do not necessarily 
transfer to fractions greater than one (i.e., improper and mixed fractions), and 
must be taught separately. Appropriate intuitions about sharing, part-whole 
relations, and proportional relations can be built on in classrooms to support 
acquisition of conceptual and procedural knowledge of fractions. 


Training 


Teachers should be aware of common conceptions and misconceptions 
involving fractions, based on the scientific literature, and of effective interven- 
tions involving fractions. As noted for Whole Number Arithmetic, these topics 
can be covered in a course on mathematical cognition. 


Curriculum 


The curriculum should allow for sufficient time on task to ensure acqui- 
sition of conceptual and procedural knowledge of fractions and of proportional 
reasoning, with the goal for students being one of mastery learning rather than 
performance. However, there should be ample opportunity in the curriculum 
for accurate self-evaluation. The curriculum should include representational 
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supports that have been shown to be effective, such as number line representa- 
tions, and should encompass instruction in tasks that tap the full range of 
conceptual and procedural knowledge, such as 1) ordering fractions on a 
number line, 2) judging equivalence and relative magnitudes of fractions with 
unequal numerators and denominators, 3) estimation, 4) computation, and 5) 
word problems. The curriculum should make explicit connections between 
intuitive understanding and formal problem solving. 


Research 


Studies suggest that preschool and early elementary-school children have 
a rudimentary understanding of very simple fractional relations, but the mecha- 
nism underlying this knowledge is not yet known. The relation between this 
informal, often implicit knowledge and the learning of formal mathematical 
fractional concepts and procedures is not well understood, and is an area in need 
of further study. Similarly, the mechanisms that contribute to the emergence of 
formal competencies in school are not fully understood, but involve a combi- 
nation of instruction, working memory, and the bidirectional influences of 
procedural knowledge on the acquisition of conceptual knowledge and concep- 
tual knowledge on the skilled use of procedures. Therefore, research is needed 
that tests specific hypotheses designed to uncover these mechanisms, including 
linking earlier intuitive understanding with later formal problem solving. 
Ironically, the absence of a coherent and empirically supported theory of frac- 
tion tasks (i.e., how tasks are related to one another in terms of underlying 
processes) is a major stumbling block to developing practical interventions to 
improve performance in this crucial domain of mathematics. Such a theory 
would, for example, provide scientific guidance concerning how instruction in 
different fraction tasks should be ordered. 


ESTIMATION 


Estimation is an important part of mathematical cognition, one that is 
pervasively present in the lives of both children and adults. Estimation may be 
used more often in everyday life than any other quantification process. In addi- 
tion to its pervasive use, estimation is quite strongly related to other aspects of 
mathematical ability, such as arithmetic skill, conceptual understanding, and 
overall mathematics achievement test scores (e.g., Booth & Siegler, 2006; 
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Dowker, 2003). It usually requires going beyond rote application of procedures 
and applying mathematical knowledge in flexible ways. This type of adaptive 
problem solving is a fundamental goal of contemporary mathematics education. 

Despite the importance of estimation both in and out of school, far less 
is known about it than about other basic quantitative abilities, such as counting 
and arithmetic. One reason for the discrepancy is that estimation includes a 
varied set of processes rather than a single one. We focused on numerical esti- 
mation, the process of translating between alternative quantitative representa- 
tions, at least one of which is inexact and at least one of which is numerical. This 
category includes many prototypic forms of estimation, including computatio- 
nal, number line, and numerosity. 


Understanding the Goals of Estimation 


Many children have distorted impressions of the goals of estimation, espe- 
cially the goals of computational estimation (Sowder & Wheeler, 1989). 
Accurate computational estimation requires understanding of the simplification 
principle (the understanding that mental arithmetic is easier with simple 
operands) and the proximity principle (the understanding that the main aim of 
estimation is to obtain estimates close in magnitude to the correct answer). 
Research shows that students understand the principle of simplification, but 
they show little if any understanding of the importance of generating an esti- 
mate close in magnitude to the correct answer. 


Development of Estimation Skills 


Computational estimation 


Development of computational estimation begins surprisingly late and 
proceeds surprisingly slowly, but estimation skill does improve considerably 
with age and experience (e.g., Lemaire & Lecacheur, 2002; Smith, 1999). The 
following is a list of some of the most common estimation strategies for addi- 
tion and multiplication (Dowker, Flood, Griffiths, Harriss, 82 Hook, 1996; 
LeFevre, Greenham, & Waheed, 1993): 


1) Rounding. Converting one or both operands to the closest number 
ending in one or more zeroes (e.g., on 297 x 296, both multiplicands 
might be converted to 300). 
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2) Truncating: Changing to zero one or more digits at the right end of one 
or more operands (e.g., on 297 x 296, both multiplicands might be 
converted to 290). 


3) Prior compensation: Rounding the second operand in the opposite 
direction of the first before performing any computation (e.g., on 
297 x 296, 296 might be rounded to 290 rather than 300 to compen- 
sate for the effect of rounding 297 to 300). 


4) Post-compensation: Correcting later for distortion introduced by earlier 
rounding or truncation (e.g., on 297 x 296, multiplying 300 x 300 
and then subtracting 2% of 90,000). 


5) Decomposition: Dividing numbers into simpler forms (e.g., on 282 x 153, 
multiplying 280 by 100 and then by 1.5). 


6) Translation: Simplifying an equation (e.g., by changing the operation, 
on 44 + 53 + 51 + 47, multiplying 50 x 4). 


7) Guessing. 


From early in the development of computational estimation, individual 
children use a variety of these strategies to estimate; rounding is the most 
common approach and compensation tends to be among the least common, 
although it is among the most useful. Both children and adults adapt their stra- 
tegy choices to problem characteristics (Lemaire, Lecacheur, & Farioli, 2000; 
Reys, Rybolt, Bestgen, & Wyatt, 1982). The range and appropriateness of 
computational estimation strategies increase with age and mathematical expe- 
rience. The sophistication of strategies used also changes. Compensation, in 
particular, shows substantial growth. 

All of the studies we reviewed involve computational estimation with 
whole numbers. Far less is known about computational estimation with frac- 
tions, but research does show that problems in this realm may be due to inade- 
quate conceptual understanding of the magnitudes of fractions. 


Number line estimation 


The number line task has proved highly informative, not only for impro- 
ving understanding of estimation but also for providing useful information 
about children’s understanding of the decimal number system more generally 


(e.g., Petitto, 1990; Siegler & Opfer, 2003). While elementary school children’s 
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estimates consistently depart from correct values in predictable ways, accuracy 
of number line estimation improves steadily during the elementary school years, 
particularly on smaller numerical scales. 

Children use two primary mental representations of numerical magnitude 
on number line estimation tasks: linear representations and logarithmic repre- 
sentations (Siegler & Opfer, 2003). When children use a logarithmic represen- 
tation on a number line estimation task, the spatial positions they choose 
increase very quickly in the low range of numbers and then increase only slowly 
in the upper part of the range. This is not the case within the formal number 
system, however. With age and experience, children progress from using the less 
accurate logarithmic representation to the more accurate linear one on the 
number line task. Number lines can be used to examine estimates of the magni- 
tudes of fractions as well as whole numbers. Research shows poor understanding 
of fractional magnitudes at all ages. 


Improving Children's Estimation 


Playing board games with linearly arranged, consecutively numbered, 
equal-size spaces leads children to shift from logarithmic to linear representa- 
tions of numerical magnitude (Siegler & Ramani, 2008). The linear relations 
between numerical magnitudes and the visuospatial, kinesthetic, auditory, and 
temporal cues of the games provide a broadly based, multi-modal foundation 
for a linear representation of numerical magnitudes. In addition, numerical 
board games appear to be a promising (and inexpensive) way to improve low- 
-income preschoolers’ numerical knowledge and to reduce discrepancies in the 
numerical knowledge that children from low- and middle-income homes bring 
to school. 

Another procedure that has been found effective for improving elemen- 
tary school children’s number line estimation is to provide students with feed- 
back on their estimates to lead them to shift from a logarithmic to a linear 


approach (Opfer & Siegler, in press). 

Conclusions and Recommendations 

Despite its importance and the substantial attention that it receives, most 
children’s proficiency at estimation is poor. This in part reflects the emphasis in 


many classrooms on rounding procedures, to the exclusion of conceptually 
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richer aspects of estimation, such as compensating for the distortions introdu- 
ced by rounding. Many students do not even know that the goal of estimation 
is to generate values that are close to the correct value, or that there is often more 
than one reasonable estimation procedure. 

From kindergarten or first grade onward, most children's estimates of the 
magnitudes of whole numbers accurately reflect the rank order of the numbers. 
However, children from low-income backgrounds often do not even know the 
rank order of the numbers 0-10 when they enter school. Proficiency develops 
first in the 0-10 and 0-100 ranges, and then in the 0-1000 and larger ranges. 
However, many elementary school students fail to discriminate adequately 
among the magnitudes of numbers in the hundreds or thousands. 

Studies of estimation of the magnitudes of fractions show little if any 
understanding, even among middle school and high school students. Estimates 
often do not even maintain the rank order of the fractions magnitudes. There 
is a strong need to develop effective procedures for remedying most students 
lack of understanding of fractional magnitudes. 


Classroom 


Teachers should broaden instruction in computational estimation beyond 
rounding. They should insure that students understand that the purpose of esti- 
mation is to approximate the correct value and that rounding is only one of 
several means for accomplishing this goal. 

Teachers should provide examples of alternative procedures for compen- 
sating for the distortions introduced by rounding, emphasize that there are 
many reasonable procedures for estimating rather than just a single correct one, 
and discuss reasons why some procedures are reasonable and others are not. 

Teachers in Head Start and other facilities serving preschoolers from 
low-income backgrounds should be made aware of the usefulness of numerical 
board games for improving the childrens knowledge of numbers and of the 
importance of such early knowledge for long-term educational success. 

Teachers should not assume that children understand the magnitudes 
represented by fractions even if the children can perform arithmetic operations 
with them, because the arithmetic competence may only represent execution of 
memorized procedures. Examining children's ability to perform novel estima- 
tion tasks, such as estimating the positions of fractions on number lines, can 
provide a useful tool for assessing children’s knowledge of fractions. Providing 
feedback on such number line estimates can improve children’s knowledge of 
the fractions’ magnitudes. 
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Training 


Teachers in pre-service and in-service programs should be informed of the 
tendency of elementary school students to not fully understand the magnitude 
of large whole numbers, and they should be taught how to assess individual 
students understanding and research-based techniques for improving the chil- 
drens understanding. 

Teachers should be made aware of the inadequate understanding by 
elementary school, middle school, and high school students of the magnitudes 
of fractions. Teachers also should be familiarized with the usefulness of feedback 
on number line estimates of the magnitudes of fractions for overcoming these 


difficulties. 


Curriculum 


Textbooks need to explicitly explain that the purpose of estimation is to 
produce accurate approximations. Illustrating multiple useful estimation proce- 
dures for a single problem, and explaining how each procedure achieves the goal 
of accurate estimation, is a useful means for achieving this goal. Contrasting 
these procedures with others that produce less accurate estimates, and explai- 
ning why the one set of procedures produces more accurate estimates than the 


other, is also likely to be helpful. 


Research 


Research is needed regarding simple instruments that teachers can use in 
the classroom for assessing children’s estimation skills, and regarding instruction 
that can efficiently improve children’s estimation. 

Research is needed on how the inadequate representations of whole 
number numerical magnitudes that have been identified by studies of estima- 
tion influence learning of other mathematical skills, such as arithmetic. 

Research is needed regarding how children can be taught to accurately 
estimate the magnitudes of fractions and on how learning to estimate those 
magnitudes influences acquisition of other numerical skills involving fractions, 
such as arithmetic and algebra. 

Research is needed regarding how estimation is used by students (e.g., to 
solve complex problems; to improve test performance), and by adults in tasks of 
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everyday life and in professional tasks (e.g., to rule out implausible answers 
and thus reduce human error). 


GEOMETRY 


Geometry is the branch of mathematics concerned with properties of 
space, and of figures and shapes in space. Euclidean geometry is the domain 
typically covered in mathematics curricula in the United States, although a 
separate year-long course is not usually taught until high school. Units on 
geometry as well as measurement are frequently included in middle school 
mathematics classes, whereas only the latter tends to be emphasized in the 
elementary grades. 


Importance of Geometry for Learning Algebra 


The Conceptual Knowledge and Skills Task Group found that the single 
aspect of geometry that is most directly relevant for early learning of algebra is that 
of similar triangles (National Mathematics Advisory Panel, 2008b). The National 
Council of Teachers of Mathematics’ (NCTM) 2006 Curriculum Focal Points for 
Prekindergarten through Grade S Mathematics: A Quest for Coherence (Focal Points) 
and some state frameworks also underscore the importance of these ideas. 

To understand the mathematics underlying the proof that the slope of a 
straight line is independent of the choice of the points selected, students must 
successfully develop a conceptual understanding of the following: points, lines, 
length, angle, right triangle, correspondence, ratio, proportion, translation, 
reflection, rotation, dilation, congruence, and similarity. 


Limitations of the Relevant Research-Based Literature 


While it is important to understand the developmental course that 
children take in learning the concepts that are required for understanding 
the properties of similar triangles, it is difficult to draw conclusions from the 
relevant research literature (Clements & Sarama, 2007). We can state, 
though, that research does provide some guidance for developing young chil- 
dren's learning of geometric and spatial abilities, but that more research is 


needed. 
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Paths of Acquisition 


Piagets Theory of Spatial Development 


One of the earliest and most influential theories of the development of 
spatial and geometric concepts was put forth by Piaget and Inhelder (1967), 
who proposed that young children initially conceptualize space and spatial rela- 
tions topologically as characterized by the following properties: proximity, 
order, separation, and enclosure. With development, children subsequently 
begin to represent space in relation to different points of view, and then some- 
time between middle and late childhood the Euclidean conceptual system 
emerges permitting preservation of metric relationships such as proportion and 
distance (Clements & Samara, 2007; Liben, 2002). 

The consensus of research is that evidence supporting this developmental 
model is comparatively weak (e.g., Clements & Sarama, 2007; Liben, 2002). 
One central criticism of this theory has been that Piaget and Inhelder’s uses of 
terms such as “topological,” “separation,” and “proximity” are mathematically 
erroneous. Although the empirical evidence does in fact suggest that the spatial 
abilities of children develop considerably throughout the school years, young 
children are more competent than hypothesized by Piaget and Inhelder as they 
can reason about spatial perspectives as well as distances. 


The van Hiele Model of Geometric Reasoning 


The van Hiele model (1986) has been the dominant theory of geometric 
reasoning in mathematics education for the past several decades (Battista, 
2007). According to this model the learner moves sequentially through five 
levels of understanding: 


Level 0: Visualization/Recognition — students can name common 
geometric figures but usually recognize them only by their shapes as a whole, 
not by their parts or properties. 


Level 1: Description/Analysis — students can judge a shape to be a cer- 
tain type of figure based on its properties and can analyze component parts of 
the figures, but cannot explain the interrelationships between figures and prop- 
erties; they still do not understand definitions. 
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Level 2: Informal Deduction or Ordering — students can form defini- 
tions, establish interrelationships of properties within and among figures, and 
follow informal proofs but cannot construct one. 


Level 3: Formal Deduction — students understand the significance of 
deduction as a way of establishing geometric theory within an axiomatic system, 
and comprehend the interrelationships and roles of undefined terms, axioms, 
definitions, theorems, and formal proof. 


Level 4: Rigor — students can reason formally about different axiom 
systems. 


Research shows that the van Hiele theory provides a generally valid 
description of the development of students” geometric reasoning, especially 
pertaining to the learning of shapes. Yet this area of research is still in its infancy 
as researchers are have yet to investigate cognitive processes underlying these 
categories of behavior. 


Obstacles to Mastery 


A common misconception that impedes learning includes the belief that 
shapes with the same perimeter must have the same area (Dembo, Levin, 82 
Siegler, 1997). Initial formal instruction may inadvertently promote this mis- 
conception as a consequence of students being presented with the concepts of 
perimeter and area pertaining to the same shapes and kinds of problems. 

In addition, there is a common misconception that the linear (or propor- 
tional) model can pertain to situations where it is in fact not applicable (e.g., 
De Bock, Verschaffel, & Janssens, 1998, 2002). Research has found that only a 
long term classroom intervention can produce a positive effect in overcoming 
the illusion of linearity. 


Conclusions and Recommendations 


Classroom 


Teachers should recognize that from early childhood through the elemen- 
tary school years, the spatial visualization skills needed for learning geometry 
have already begun to develop. In contrast to Piagetian theory, young children 
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appear to possess at least an implicit understanding of basic facets of some 
Euclidean concepts, although proper instruction is needed to ensure that chil- 
dren adequately build upon and make explicit this core knowledge for subse- 
quent learning of formal geometry. Additionally, whereas children can reason to 
some extent about the properties of and relationships among different shapes, 
their developing abilities to acquire more detailed information about the 
metrics of these properties and the changes that occur under various geometric 
transformations is by no means simple and straightforward. 


Training 


Teachers. Teachers need to learn more about the latest research concerning 
the development of children's spatial abilities in general, and their geometric 
conceptions and misconceptions in particular. Acquiring knowledge of the 
spatial skills children bring to school with them, the limitations of these early 
developing competencies, and their use and misuse of shape words and names 
can help teachers capitalize on children's strengths and aid them in overcoming 
their weaknesses. 

Researchers. The next cohort of researchers who will be investigating 
geometry learning need to have a firm grounding in cognitive development and 
spatial information processing, in addition to mathematics education. Although 
some math education researchers have explicitly linked their work to advances 
in these areas, future progress in studying students’ geometry learning will 
require a blend of content knowledge, proficiency with multiple research 
methods, and theoretical sophistication across several different disciplines. In 
addition, research teams composed of people who each possess a relevant area 
of expertise may be even more likely to help advance the study of geometric 
reasoning and evidence-based approaches to instruction in this domain. 


Curriculum 


Early exposure to common shapes, their names, and so forth appears to 
be beneficial for developing young children’s basic geometric knowledge and 
skills. However, comparatively little is known about what the long-term effects 
would be of including a foundational treatment of more complex geometric 
concepts in preschool through second-grade curricula. Moreover, despite the 
widespread use of mathematical manipulatives such as geoboards, dynamic soft- 
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ware, and other tools during the elementary school years, rigorous evidence is 
lacking as to precisely when and how these should be implemented to help chil- 
dren acquire a foundational understanding of concepts such as congruence, simi- 
larity, transformations, and angles. Finally, while a judicious reliance on mani- 
pulatives may enhance the initial acquisition of some concepts under specified 
conditions, students must eventually transition from concrete (hands-on) or 
visual representations to internalized abstract representations. The crucial steps 
in making such transitions are not clearly understood at present. 


ALGEBRA 


While arguments exist for early algebra learning, it is not known if the 
early algebra achievement of elementary school children reflects an actual impli- 
cit understanding of aspects of algebra (Carraher 82 Schliemann, 2007), or if 
their performance is the result of the mathematical relation between algebra and 
arithmetic and not an indication of accumulating implicit knowledge. Therefore, 
we focused on explicit algebra content typically encountered in middle school to 
high school algebra courses. The bulk of the cognitive literature related to lear- 
ning of this content focuses on simple linear equations and word problems, as the 
research literature for the other Major Topics of School Algebra listed in the 
report of the Task Group on Conceptual Knowledge and Skills (National 


Mathematics Advisory Panel, 2008a) is not sufficient to draw conclusions. 


Algebraic Equations 
Paths of Acquisition 


Conceptual and declarative knowledge. Studies of skilled adults and high 
school students who have taken several mathematics courses reveal that the 
processing of algebraic expressions is guided by an underlying syntax (Jansen, 
Marriott, & Yelland, 2003, 2007). This is a system of implicit rules that guides 
the parsing and processing of the expressions. Learning of algebraic syntax is 
determined, in part, by earlier learned arithmetic rules, such as the order of 
operations; use of the commutative, associative and distributive properties; and 
by knowing the mathematical meaning of symbols. 

Research shows that skilled problem solvers scan and process basic sub-expres- 
sions in these equations in a fraction of a second, or have automaticity. The 
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skilled problem solvers have formed long-term memory representations of the 
basic structure of algebraic equations and the sequences of procedural steps that 
can be used to solve those (Jansen et al., 2007). 

Research on mathematical rule learning reveals substantial benefits from 
cumulative practice, which results in better short-term and long-term retention 
of individual rules, a better ability to apply rules to solve problems that invol- 
ved the integration of multiple rules, and discriminating between rules that 
might otherwise be used inappropriately (e.g., Cooper 82 Sweller, 1987; 
Mayfield & Chase, 2002; Sweller 82 Cooper, 1985). 

Students who are first learning algebra and adults who are not skilled in 
mathematics do not have long-term memory representations of basic forms of 
linear equations. This does not prevent the solving of linear equations as long as 
they understand the general arithmetical and algebraic concepts and rules. 
Research shows that diagnostic tests in which individual problems vary systema- 
tically in terms of the knowledge needed for correct solution can identify sources 
of common errors, such as those that reflect a poor conceptual understanding of 
the syntax of algebraic expressions (Birenbaum, Kelly, 82 Tatsuoka, 1993). 

A poor understanding of the concept of mathematical equality and the 
meaning of the *=” is common for elementary school children in the United 
States. Many elementary school children believe that the equal sign is 
simply a signal to execute an arithmetic operation. On typical problems such as 


3 + 4 + 5 = __, this misinterpretation does not cause any difficulty. However, 
on less typical problems (at least in U.S. mathematics textbooks), such as 
3+4+5 =__ +5, it causes most third- and fourth-graders either to just add 


the numbers to the left of the equal sign, and answer “12,” or to add all numbers 
on both sides of it, and answer “17” (Alibali 82 Goldin-Meadow, 1993). The 
poor understanding of mathematical equality, and continues for many children 
into the learning of algebra. Research shows that there is a relationship between 
understanding the concept of mathematical equality and skill at solving linear 
equations. One potential source of students’ poor understanding of the equal 
sign is the way in which problems are presented in textbooks. 

Procedural bugs. Errors in the solving of algebraic equations are sometimes 
classified as procedural bugs (e.g., Schoenfeld, 1985; Sleeman, 1984). These 
errors can occur due to overgeneralized use of procedures that are correct for 
some problems or from a misunderstanding of the procedure itself. Although 
many bugs do not occur with enough consistency to inform specific classroom 
practices, a few bugs may be consistent across and within students. Preliminary 
studies suggest that remediation that focuses on these specific bugs can reduce 
their frequency, but more research is needed. 
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Word Problems 
Paths of Acquisition 


Problem translation and solution. Research shows that the solution of alge- 
braic word problems requires two general sets of processes: problem translation, 
transforming the verbal statement of the problem and forming a mental repre- 
sentation; and problem solution, using algebraic or arithmetical procedures to 
solve the resulting equations (Mayer, 1982). Problem translation requires an 
understanding of the meaning and implications of the text within which the 
problem is embedded. The same potential sources of error described for solving of 
linear equations can occur during the problem solution stage of word problems. 

An analysis of word problems presented in algebra textbooks found that 
most problems included four types of statements: assignment statements, rela- 
tional statements, questions, and relevant facts (Mayer, 1981). Translation 
errors most frequently occur during the processing of relational statements, 
which specify a single relationship between two variables. 

Research shows that syntax of the relational wording is not the only factor 
that makes the translation process a common point of error. Errors occur even 
for problems in which the statement could be directly translated into an equa- 
tion (e.g., MacGregor & Stacey, 1993). In addition, relational information can 
sometimes aid problem solving if the information is consistent with students 
previous out-of-classroom experiences and if these experiences and can be used 
to create non-algebraic solution strategies. Abstract problems are more difficult 
to solve than concrete problems, but the largest effect was for familiarity (due 
to repeated, prior exposure) with classes of word-problem (e.g., interest, rate). 

Schema development. Research shows that successful translation of alge- 
braic word problems, as well as the solution of algebraic equations and many 
other problem types, is guided by schemas including the syntax of equations 
(e.g., Hinsley, Hayes, & Simon, 1977; Sweller & Cooper, 1985). A schema is a 
long-term memory representation that makes possible fast and automatic reco- 
gnition of key elements of an equation or word problem, enables the classifica- 
tion of the problem into a conceptual group (e.g., interest or rate problems), 
and has a linked system of procedures that can be used to solve the problem. 

Research on children’s conceptual knowledge, which was inferred based 
on how they sorted word problems into categories, shows that the ability to 
categorize word problems based on the underlying concept and the correspon- 
ding reduction in problem solving errors is consistent with development of cate- 
gory-specific schemas (Morales, Shute, & Pellegrino, 1985). 

Worked examples provide students with a sequence of steps that can be 
used to solve these problems (e.g. Cooper & Sweller, 1987; Reed & Bolstad, 
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1991). The students then solve a series of related problems that are in the same 
category and involve a very similar series of problem-solving steps. Studies reveal 
that, at least for word problems, worked examples that include an explanation 
of procedures and several examples are more effective than simply providing 
students with the procedural steps. Worked examples may promote the 
automatization and transfer of procedures used across classes of problems (and 
less reliance on working memory) but does not appear to promote the transfer 
of the schema. These types of examples, though, may lose their effectiveness as 
the learners’ level of competence in the domain increases; once the procedures 
are learned, the worked examples are no longer needed. 


Obstacles to Mastery 


A common obstacle to ability to solve algebraic equations is inadequate 
preparation in arithmetic (Hembree, 1992). Hembree's meta-analysis revealed 
that the best predictors of the ability to solve word problems were computatio- 
nal skills and knowledge of mathematical concepts, as well as intelligence, 
reading ability, and vocabulary. 

The deficiency in basic arithmetic skills includes poor knowledge of the pro- 
perties of arithmetic and committing arithmetic errors, especially the manipula- 
tion of signed numbers and rational expressions. Students who struggle with alge- 
braic equations also make factoring errors and use algebraic procedures incorrectly. 

At a cognitive level, problem solving errors and learning the syntax of 
algebraic expressions and algebraic schemas are influenced by working memory 
(e.g., Ayres, 2001; Cooney & Swanson, 1990). Working memory limitations 
also make the processing of relational sentences in word problems and the 
discrimination of relevant from relevant information especially difficult. 
Accuracy at solving various forms of mathematics word problems, such as those 
found on the Scholastic Aptitude Test (SAT), is also related to spatial abilities 
(Johnson, 1984). This may be due to the skilled use of visuospatial diagrams or 
representations of the core relationships described in the problem, particularly 
the translation of relational information. 

The ability to solve word problems is also related to reading ability and non- 
-verbal reasoning ability, above and beyond the influence of working memory. It is 
also very likely that other factors reviewed earlier, including motivation, self-effi- 
cacy, anxiety, and so forth contribute to skill development in algebra. 

Research on learning in general indicates a benefit for practice that is 
distributed across time, as contrasted with the same amount of practice massed 
in a single session. Algebraic skills decline steadily over time, and research shows 
that over a 50-year interval, about two thirds of concepts and procedures typi- 
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cally taught in Algebra I are lost (Bahrick & Hall, 1991). The best predictor of 
long-term retention of competencies in algebra is the number of mathematics 
courses taken beyond Algebra I. 


Conclusions and Recommendations 


Too many students in high school algebra classes are woefully unprepared for 
learning even the basics of algebra. The types of errors these students make when 
attempting to solve algebraic equations reveal they do not have a firm understan- 
ding of many basic principles of arithmetic (e.g., commutativity and distributivity), 
and many do not even understand the concept of equality. Many students have 
difficulty grasping the syntax or structure of algebraic expressions, and do not 
understand procedures for transforming equations (e.g., adding or subtracting the 
same value from both sides of the equation) or why transformations are done the 
way they are. These and other difficulties are compounded as equations become 
more complex and when students attempt to solve word problems. 


Classroom 


Teachers should not assume that all students understand even basic con- 
cepts, such as equality. Many students will not have a sufficient understanding 
of the commutative and distributive properties, exponents, and so forth to take 
full advantage of instruction in algebra. 

Many students will likely need extensive practice at basic transformations 
of algebraic equations and explanation as to why the transformations are done 
the way they are; for instance, to maintain mathematical equality across the two 
sides of the equation. Common errors, as illustrated in Figure 1, may provide 
an opportunity to discuss and remediate overgeneralizations or misconceptions. 








Figura 1 
Examples of common procedural errors in algebra 
ression u ncorrect Translation | otential Source of Confusion 
Buggy/I Translati Potential S E 

(X+ Y)? X2 + y? 2(X + Y) =2X + 2Y 
VX + Y VX + V Y VXY = VX VY 

X A, À E RENEA 

Y+Z há Z X X X 


Preprint from. Reports of the task groups and subcommittees, by National Mathematics Advisory Panel 
(20008b), Washington, DC: United States Department of Education, pp. 4-79. Public domain. 


208 


The combination of explanation of problem solving steps combined with 
associated concepts is critically important for students” to effectively solve 
problems. For both equations and word problems, it is important that students 
correctly solve problems before given seatwork or homework. If students are 
making mistakes, there may be a risk they will continue to make these errors 
and thus practice them during seatwork or homework. 


Training 


Teachers. Teachers should understand how students learn to solve equa- 
tions and word problems, and common sources of error and conceptual misun- 
derstanding. This training will better prepare them for dealing with the defi- 
ciencies students bring to the classroom, and for anticipating and responding to 
procedural and conceptual errors during instruction. 

Researchers. The next generation of researchers to study algebra learning 
will need multi-disciplinary training in mathematics, experimental cognitive 


psychology, and education. 


Curriculum 


There are aspects of many, if not all, textbooks contribute to the poor 
preparation and background of algebra students. Modifying textbooks so that 
operations (arithmetical and algebraic) are presented on both sides of the equa- 
tion, not just the typical operate-equals-answer format, is just one example of 
how textbooks can be improved. 

The use of worked-out examples that include conceptual explanation, 
procedural steps, and multiple examples holds promise for teaching students to 
solve common classes of problem. 

Retention of algebraic skills into adulthood requires repeated exposure 
that is distributed over time. This occurs as core procedures and concepts are 
encountered across grades. In much of mathematics, distributed practice should 
naturally occur as the student progresses to more complex topics. However, if 
basic skills are not well learned and understood, the natural progression to 
complex topics is impeded. This is because students will continue to make (and 
potentially practice) mistakes. As an example, procedures for transforming 
simple linear equations are embedded in and thereby practiced as students solve 
more complex equations. The practice will not be effective however if students 
incorrectly transform basic equations, as they often do. 
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Research 


Basic. The development of assessment measures that teachers can use to 
identify core deficiencies in arithmetic (whole number, fractions, and decimals) 
and likely sources of procedural and conceptual errors in algebra are needed. 
The early work of Birenbaum and colleagues appears promising in this regard 
(e.g., Birenbaum et al., 1993). 

Research that explicitly explores the relation between conceptual unders- 
tanding and procedural skills in solving algebraic equations is needed. Research 
on how students solve linear equations, and where and why they make mistakes 
needs to be extended to more complex equations and the Major Topics of 
School Algebra identified by the Conceptual Skills and Knowledge Task Group 
(National Mathematics Advisory Panel, 2008b). 

The issue of transfer, that is, the ability to use skills learned to solve one 
type or class of problem to solve another type or class of problem, needs consi- 
derable attention. Of particular importance is determining the parameters that 
impede or facilitate transfer, as illustrated by the work of Reed and Sweller 
(Reed & Bolstad, 1991; Sweller & Cooper, 1985). 

Research on instructional methods that will reduce the working memory 
demands associated with learning algebra is needed. Although there are indivi- 
dual differences in working memory capacity, aspects of instruction (e.g., using 
faded worked examples) may be modifiable in ways that reduce working 
memory demands. Instructional or curricular changes that reduce working 
memory demands appear to provide students with an enhanced potential to 
learn the procedure or concept that is the focus of instruction. 

Classroom. A mechanism is needed for fostering translation of basic 
research findings into potential classroom practices and for scientifically asses- 
sing their effectiveness in the classroom. The Cognitive Tutor for algebra illus- 
trates how this can be achieved (Ritter, Anderson, Koedinger, 8Z Corbett, 
2007). Equally important, mechanisms need to be developed for reducing the 
lag time between basic findings and assessment in classroom settings. 


DIFFERENCES AMONG INDIVIDUALS AND GROUPS 
Sex Differences 
For large, nationally representative U.S. samples, the average mathematics 


scores of boys and girls are very similar; when differences are found they are small 
and typically favor boys. However, there are consistently more boys than girls at 
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the low and high ends of mathematical performance (Halpern et al., 2007). The 
overrepresentation of boys at the high end of mathematical performance has 
garnered considerable media attention and debate, but has obscured the fact that 
average differences are small, if they are found at all, and has distracted from the 
goal of improving the mathematical competencies of both boys and girls. 


Race and Ethnicity 


From preschool to college, there is mathematics performance gap compa- 
ring Black and Hispanic students to their White and Asian counterparts (e.g., 
Ryan & Ryan, 2005). It is often proposed that socioeconomic status differences 
account for these disparities, but the research indicates that this is not a sufficient 
explanation (e.g., Schmidt, 2003). Other factors include attitudes, beliefs, moti- 
vation, and school-based factors such as features of teaching and learning contexts. 

Work on stereotype threat, cognitive load, and strategy use are all poten- 
tial mechanisms contributing to existing differences and provide a promising 
means to improve the mathematics performance of Black and Hispanic students 
(e.g., Mallory & Jones, 1998; Steele, 1992). There is not, however, sufficient 
research to fully evaluate this promise. 

There is strong support for a relation between motivational and attitudi- 
nal factors, especially task engagement and self-efficacy, and the mathematics 
outcomes for Black and Hispanic students (e.g., Borman & Overman, 2004; 
Sirin & Rogers-Sirin, 2004). Recent research also documents that social and 
intellectual support from peers and teachers is associated with higher mathema- 
tics performance for all students, and that such support is especially important 
for Black and Hispanic students. 


Learning Disabilities 


At least 5% of students will experience a significant mathematics learning 
disability (MLD) before completing high school, and many more children will 
show learning difficulties in specific mathematical content areas (Barbaresi, 
Katusic, Colligan, Weaver, & Jacobsen, 2005). There are multiple sources of 
these learning disabilities and difficulties, some of which represent slow but 
otherwise typical skill development and others may be more fundamental defi- 
cits that are less easily remediated (Butterworth & Reigosa, 2007; Geary, 2004). 
Intervention studies are in the early stages and should be a focus of future 
research efforts. Further research also is needed to identify the sources of MLD 
and learning difficulties in the areas of fractions, geometry, and algebra. 


Zit 


Gifted Children 


There are only a few cognitive studies of the sources of the accelerated lear- 
ning of mathematically gifted students, but those that have been conducted suggest 
an enhanced ability to remember and process numerical and spatial information. 
Quasi-experimental and longitudinal studies consistently reveal that accelerated 
and demanding instruction is needed for these students to reach their full poten- 
tial in mathematics (e.g., Cronbach, 1996; Swiatek 82 Benbow, 1991a). 


Conclusions and Recommendations 


Research efforts are needed in areas that assess the effectiveness of interven- 
tions that reduce the vulnerability of Black and Hispanic students to negative 
stereotypes about their academic abilities, interventions to functionally improve 
working memory capacity, and interventions regarding the effectiveness of expli- 
cit instruction on how to use strategies for effective and efficient problem solving. 

More experimental work is needed to specify the underlying processes 
that link task engagement and self-efficacy, and the mathematics outcomes for 
Black and Hispanic students. A scaling-up and experimental evaluation are 
urgently needed of the interventions that have been found to be effective in 
enhancing engagement and self-efficacy for Black and Hispanic students. 

Intervention studies are in the early stages and should be a focus of future 
research efforts. Further research also is needed to identify the sources of MLD 
and learning difficulties in the areas of fractions, geometry, and algebra. 


BRAIN SCIENCES AND MATHEMATICS LEARNING 


Brain sciences research has the potential to contribute to knowledge of 
mathematical learning and eventually educational practices, yet attempts to 
make these connections to the classroom are premature. Instructional programs 
in mathematics that claim to be based on brain sciences research remain to be 
validated. Yet, promising research emerging from the field of cognitive neuros- 
cience is permitting investigators to begin forging links between neurobiologi- 
cal functions and mathematical cognition. 

Most research making use of brain imaging and related techniques has 
focused on basic mental representations of number and quantity (Dehaene, 
Spelke, Pinel, Stanescu, & Tsivkin, 1999), with a few studies exploring problem 
solving in arithmetic and simple algebra (Qin et al., 2003). In most of these 
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studies, researchers have contrasted, mapped, and differentiated the brain 
regions active during mathematical activities. It has been repeatedly found that 
comparisons of number magnitudes, quantitative estimation, use of a mental 
number line, and problem solving in arithmetic and algebra activate several 
areas of the parietal cortex. The intraparietal sulcus is also active when non- 
human animals engage in numerical activities and it has been proposed that a 
segment of this sulcus, particularly in the left hemisphere, may support an inhe- 
rent number representational system (Dehaene, Piazza, Pinel, & Cohen, 2003). 

In addition, researchers have used brain imaging and related methods to 
study the brain regions activated when children and adults solve arithmetic 
problems at earlier and later points in learning, when individuals solve simple 
or more complex arithmetic problems, or when people solve arithmetic 
problems that involve different operations (e.g., Delazer et al., 2003; Delazer et 
al., 2005). Numerical and arithmetical estimation, and arithmetical problem 
solving in children engage the intraparietal sulcus of both hemispheres, as well 
as areas of the prefrontal cortex that support aspects of attentional control and 
working memory manipulations (Kong et al., 2005). The execution of arithme- 
tical procedures is also dependent on these prefrontal regions. The evidence 
indicates that on easier problems, there is a decreased involvement of the 
prefrontal and perhaps intraparietal regions and increased engagement of the 
angular gyrus, especially in the left hemisphere. The research to date also 
suggests decreased involvement of the prefrontal/working memory regions 
and increased involvement of the angular gyrus with increasing grade level and 
mathematical experience. 

Research also shows that the hippocampus, which supports the formation 
of declarative memories, is active when involved in the learning of basic arith- 
metic facts; and the parietal cortex in the adolescent brain (compared to the 
same regions in the adult brain) is active when individuals are learning to solve 
simple algebraic equations (Qin et al., 2003; Qin et al., 2004; Rivera, Reiss, 
Eckert, & Menon, 2005). Another study suggests differences in the brain 
regions that contribute to success at solving algebraic word problems and alge- 
braic equations. In addition, research shows there may be differences in the 
network of posterior brain regions engaged during the learning of different 
arithmetical operations. 

In coming years, brain imaging and related methodologies will almost 
certainly help answer core questions associated with mathematical learning, 
such as the sources of learning disabilities and the effects of different forms of 
instruction on the acquisition of declarative, conceptual, and procedural 
competencies. 
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Conclusions and Recommendations 


Brain sciences research has a unique potential for contributing to know- 
ledge of mathematical learning and cognition, and eventually educational prac- 
tices. Nevertheless, attempts to connect research in the brain sciences to class- 
room teaching and student learning in mathematics should not be made until 


instructional programs in mathematics based on brain sciences research are crea- 
ted and validated. 


CONCLUSION 


With this chapter, we have provided an introduction to psychological 
research on the process of learning in general and as related to mathematics in 
particular. Following the Presidential Executive Order, we and the other task- 
-groups and subcommittees of the National Mathematics Advisory Panel focused 
on scientific studies of the learning of algebra and the mathematical content 
(e.g., fractions) that students need to master before they take a formal course in 
algebra. This short chapter does not allow us to describe all of the nuance and 
complexity of this learning, but does illustrate what we know in these areas and 
what remains to be discovered. Readers who wish to know more about mathe- 
matics learning will find our task-group report of interest (Geary et al., 2008). 

In addition to our task-group report, detailed reports are available in 
other key areas, including the conceptual knowledge and skills that define alge- 
bra and preparation for algebra; the predictors of who will be a good mathe- 
matics teacher and what is needed for the preparation of effective teachers; the 
instructional practices that have been shown to be effective in the classroom; 
and, the most appropriate methods for assessing core conceptual knowledge and 
skills. As with our report, each of these reports focuses what we know and can 
do now to improve student outcomes in mathematics, and what we do not yet 
fully understand. These task-group reports are accompanied by subcommittee 
reports on the scientific standards of evidence used to select the studies included 
in these reviews; recommendations for the development of instructional mate- 
rials (e.g., textbooks); and, a survey of algebra teachers. All of these materials are 
freely available on the United States Department of Education website; 
http://www.ed.gov/about/bdscomm/list/mathpanel/reports.html. Across all of 
these areas, the panel identified 45 key findings and recommendations in Founda- 


tions for Success, http://wwwed.gov/about/bdscomm/lis/mathpanel/report/final-report.pdf. 
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MESA-REDONDA 


O PAÍS PRECISA DE MATEMÁTICA? 


Moderadora: 


Ana Sousa Dias 





“A ORDEM DOS ENGENHEIROS TEM VINDO A PÓR A TÓNICA 
NA IMPORTÂNCIA DA MATEMÁTICA” 


FERNANDO SANTO* 


Agradeco este convite sobre um tema que, aparentemente para muitas 
pessoas, tem muito pouco a ver com engenharia e com a Ordem dos Enge- 
nheiros. Contudo, e como sabem, tenho vindo, cada vez mais, a pór a tónica na 
importância da Matemática, e também da física e da química na formação dos 
nossos alunos, e em particular dos alunos de Engenharia, porque entendo que 
estas áreas são fundamentais para a formação dos engenheiros. A pergunta, para 
que serve a Matemática ou se o país precisa da Matemática, colocada pela Ana 
Sousa Dias, seria provocatória há uns anos atrás, mas actualmente até parece 
natural que se ignore a importância da Matemática. 

Desde há séculos que a Matemática fez parte da formação dos engenheiros 
como uma disciplina que é estruturante do pensamento, que procura métodos 
que nos ajudam a resolver problemas e essa é uma função clara dos engenheiros. 
Mas para os resolver temos de ter segurança nos passos que damos, utilizando a 
ciência. Não podemos ter dúvidas quando se calcula um projecto, ou a estrutura 
de uma ponte, ou se o resultado final é mais ou menos rigoroso, porque o que 
está em causa é o interesse público e a segurança das pessoas. Não podemos ter 
dúvidas, até porque há uma responsabilidade civil e criminal associada à 
engenharia. Se esta matéria sempre foi uma das exigências base das escolas de 
Engenharia para a admissão dos seus alunos, naturalmente que, num processo 
produtivo de competências, a exigência da formação em Matemática deverá 
começar no ensino básico, passando pelo secundário até se chegar à universi- 
dade. Julgamos que esta área do conhecimento tem de ser claramente preparada 
desde o ensino básico. Infelizmente Portugal não tem tido essa preocupação. 

Vivemos numa sociedade em que, à medida que a engenharia foi resol- 
vendo problemas, criou facilidades que contribuíram para desvalorizar a própria 
engenharia, tornando-a, na percepção dos cidadãos, numa ciência de aplicação 
cada vez mais diluída e menos percebida. Na sociedade moderna é muito fácil 
carregar num botão e ter a intensidade da luz dependente de um regulador. De 
manhã abrimos uma torneira e aparece água quente. Para a maioria dos 
cidadãos, o que está por detrás deste conjunto de facilidades pouco interessa. 
Mas a questão principal e que faz avançar o desenvolvimento é o modo como 


* Engenheiro. Bastonário da Ordem dos Engenheiros. 
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conseguimos transformar conhecimento em bens e serviços. O mesmo acontece 
com os jovens que utilizam a informática, os sistemas de comunicação, e todos 
os apetrechos electrónicos, sem saberem como foi possível chegar a este nível de 
conhecimento. Esta falta de interesse e, até, de curiosidade é algo que nos deve 
preocupar. À medida que criámos facilidades, fomos desvalorizando o conheci- 
mento que foi o seu suporte. Portanto, estamos perante um crescente consumo 
de produtos de ampla divulgação e uma ignorância profunda sobre a forma 
como se utiliza o conhecimento, mesmo quando está ao alcance de grande 
número de pessoas. Por exemplo, no caso da engenharia esta percepção deve-nos 
preocupar. Quando entrei no Instituto Superior Técnico, em 1968, o meu 
“computador” era uma régua de calcular. Não se discutia no Técnico a utiliza- 
ção de máquinas de calcular durante os exames porque não havia. De qualquer 
forma, isso não significava que não tivéssemos de ter um grande rigor no cálculo 
e no conhecimento dos passos, porque o objectivo final era o mesmo. Fazíamos 
cálculos de estruturas à mão com o método de Cross, métodos interativos e, 
portanto, tínhamos um processo, um método, e conhecíamos os procedimentos 
para chegar ao resultado final. 

O que hoje sucede, por exemplo, com a utilização dos programas infor- 
máticos, mesmo na área de engenharia, é a sua utilização com o desconheci- 
mento dos métodos de cálculo. Muitos dos utilizadores não são engenheiros, 
mas licenciados em Engenharia — que é uma coisa diferente. Introduzem as 
solicitações no computador e aquela máquina escura, através de uma impres- 
sora, desenha a estrutura os pilares e as vigas, sem o utilizador saber se está 
errado, ou correcto, quais foram os passos seguidos, sem sequer se saber se o 
problema está adequado, ou seja, há uma ignorância profunda que, cada vez 
mais, está a transferir para os meios informáticos, seja a simples máquina de 
calcular ou o computador, aquilo que era o conhecimento estruturado do pensa- 
mento para se chegar a um determinado objectivo. Isto deve-nos preocupar 
quando, simultaneamente, em termos de gestão (o colega João Góis poderá falar 
sobre isso), cada vez mais estamos a desagregar os processos produtivos através 
de uma cadeia de valor que quer exactamente analisar cada um dos passos. Onde 
se podem reduzir custos, as chamadas gorduras, onde é que se pode fazer com 
inovação para produzir mais com menos custos, onde se pode optimizar. No 
fundo, estamos a usar um processo muito próximo do que a Matemática nos 
ensina, em que, passo a passo, vamos procurando sempre resolver problemas 
mais difíceis sem perder a confiança no sistema. 

Para mim, a importância da Matemática é fundamental na formação da 
Engenharia. Quem não conseguir perceber esta importância, não achará provo- 
catória a pergunta colocada no início, para que serve a Matemática ou se o país 
precisa da Matemática. De facto temos um grave problema, porque muitos 
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alunos chegam à porta das escolas de Engenharia sem saberem Matemática. 
Perante este facto, uma grande parte das escolas resolveram o problema da forma 
mais simples, dispensando a Matemática. Temos, em Portugal, 316 cursos de 
Engenharia, com licenciaturas de primeiro ciclo, de segundo ciclo e mestrados 
integrados. Se vos disser que desses cursos, e fizermos as contas em relação ao 
programa deste ano, só 141 exigem Matemática como cadeira específica para 
entrada dos alunos nos cursos de Engenharia, a pergunta que foi feita não é 
provocatória, é para ser levada a sério. Mas como, mesmo assim, as escolas não 
podiam sobreviver, mesmo com esta facilidade, ainda arranjaram mais um bypass 
para poderem ter alunos de Engenharia: admitir alunos com mais de 23 anos, sem 
o 12.º ano, só porque tiveram uma qualquer carreira técnica que justifique a 
admissão. Para ajudar a que esta vergonha nacional não fosse tão evidente, as 
novas oportunidades passaram a dar títulos do 12.º ano. Portanto, o problema 
não é das escolas superiores de Engenharia, é um problema do sistema de ensino 
que não tem permitido que os alunos do ensino secundário obtenham uma 
formação adequada para poderem livremente escolher o curso que gostariam de 
ter. Quando digo livremente, significa chegar ao fim do ensino secundário e 
dizer, quero ir para Engenharia, Medicina, quero aprender a profissão que 
desejo, porque tenho uma formação base estruturante que me permite escolher. 
Como isso não foi possível, as escolas tiveram que baixar o seu nível de exigên- 
cia para o nível do aluno, invertendo assim a lógica da oferta e da procura. Não 
são os alunos que têm de saber o necessário para serem admitidos numa escola, 
mas é a escola que tem de reduzir as exigências para o nível do aluno, para 
poderem sobreviver. 

Recentemente estive a reler as Notas Histórico-Pedagógicas do Prof. Alfredo 
Bensaúde, escritas em 1920. Foi primeiro director do Instituto Superior 
Técnico, criado em 1911. As suas reflexões, de há 90 anos, continuam a estar 
actualizadas perante os problemas que na altura se colocavam ao país. À orien- 
tação do sistema de ensino, que esteve na base do Instituto Superior Técnico, 
conseguiu promover a sua qualidade e a formação dos engenheiros, como uma 
marca. Ainda hoje, 90 anos depois, consegue ser uma referência internacional. 
A Faculdade de Engenharia do Porto e mais meia dúzia de escolas também 
conseguiram essa excelência, mas depois, em muitas das restantes escolas, temos 
tido uma enorme dificuldade em conseguir manter a exigência. Portanto, temos 
aqui um problema quando perspectivamos o futuro do país. Se olharmos para a 
competitividade na óptica da globalização e para a ameaça dos novos mercados 
asiáticos, facilmente verificamos a diferença entre os níveis de exigência. 
Perguntem aos professores do sistema de ensino chinês e indiano se eles têm esta 
política relativamente ao ensino da Matemática, da Física e da Química. O que 
é preciso para entrar nas universidades de Engenharia e qual é a importância 
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que dão a este saber. Assim, percebemos facilmente se estamos a preparar alunos 
para as necessidades de um país que precisa de apostar em máo-de-obra qualifi- 
cada, ou se continuamos a preparar máo-de-obra barata. 

Um país tem de ter capacidade para manter os seus melhores alunos após 
a formação. Como dizia Alexandre Herculano, é preciso que a instrução bene- 
ficie os alunos e a sociedade com utilidade para a República. Se nós náo 
conseguirmos esta trilogia, a pessoa, a sociedade e o Estado, com benefício 
global da intervengáo de todos nós, penso que estamos a prejudicar fortemente 
o nosso futuro num mundo cada vez mais competitivo. Basta ver o que se passa 
nos Jogos Olímpicos. Hoje, em Portugal, é um dado adquirido que o exercício 
físico faz bem à saúde, mas esta percepção não fazia sentido há 100 anos. Aliás, 
esta é uma das questões que Alfredo Bensaúde levantava nas suas Notas, dando 
o exemplo dos Ingleses que, na altura, achavam que as escolas deveriam ter 
educação física, enquanto que em Portugal tal não fazia sentido. Cem anos 
depois estamos precisamente ao contrário. Temos muita educação física, ainda 
bem, mas parece que a Matemática deixou de ser necessária. 
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“VIVEMOS UMA ÉPOCA DIFÍCIL NAS ESCOLAS” 


CARLOS FIOLHAIS* 


O que é a matemática do ponto de vista de um físico? Com certeza que, 
do ponto de vista de um engenheiro e de um ponto de vista de um economista, 
a matemática é um meio que proporciona riqueza. Mas, do ponto de vista de 
um físico, que também será o de um matemático, trata-se de uma riqueza em si. 
Precisamos de matemática? Precisamos absoluta e desesperadamente de mate- 
mática. E precisamos dela qualquer que seja o sítio e qualquer que seja o tempo. 
A matemática é uma das maiores criacóes humanas, uma das maiores criacóes 
intelectuais da humanidade. Precisamos tanto da matemática como precisamos 
da música, da filosofia ou de qualquer outra das grandes criações humanas. 

Do ponto de vista de um físico, a matemática é totalmente inevitável. 
Não existe física sem matemática: há uma comunhão íntima de dependência. 
Vivem as duas juntas desde que a física existe. O pai fundador da física, que é 
Galileu, disse: o livro da Natureza está escrito em caracteres matemáticos e só O 
consegue ler quem conhecer essa linguagem. Ele foi o primeiro a fazer expe- 
riéncias táo simples como a de deixar cair um objecto e reconhecer nesse fenó- 
meno os “caracteres da matemática”, a começar pela linha recta — as coisas, que 
sáo simplesmente largadas, caem ao longo de uma linha recta. Logo aqui, está 
um padráo geométrico, uma regularidade que tem tanto de simples como de 
belo. Além da geometria, na descrição da queda dos corpos entra também a álge- 
bra, que já existia antes de Galileu e que ele usou para expressar que “a distán- 
cia percorrida é proporcional ao quadrado do tempo”. Como um objecto caía 
muito depressa, ele inventou o plano inclinado, de modo que caísse devagar. 
Tratou-se da invenção de uma máquina simples para efectuar uma experiência 
científica em condições controladas. Não dispunha de relógio para medir o 
tempo. À tecnologia do relógio só veio depois. Teve de usar o seu próprio pulso. 
Galileu faz nascer a física numa união íntima com a matemática. Não há física 
sem matemática. As pessoas podem dizer que não gostam de matemática (o que 
me custa um pouco a perceber: em geral não a conhecem e, se a conhecessem, 
poderia ser que passassem a gostar!), mas nesse caso não poderão ser físicos, ou 
sequer aprofundar a física, porque a matemática é a maneira de expressar 
verdades sobre o mundo físico da maneira mais simples e elegante. 


* Professor do Departamento de Física e Director da Biblioteca Geral da Universidade 


de Coimbra. 


229 


A seguir a Galileu veio Newton. Conta a lenda que estava debaixo da 
macieira (náo estava lá ninguém para verificar, a história pode ter sido inventada 
por ele), e apercebe-se, num momento mágico de intuição, que a maçã e a Lua 
obedeciam 4 mesma lei física. Esse momento de descoberta é o que os constru- 
tivistas gostariam de ver nas crianças, mas afinal não se vé: esses momentos mági- 
cos de intuição são muito raros. Newton vê a maçã e a Lua e conclui: há uma 
unidade profunda entre eles, aquilo que faz cair a maçã, a força da gravidade, é a 
mesma força que faz andar a Lua. Isto não é, convenhamos, de modo nenhum 
intuitivo, mas, no entanto, ele teve esta intuição. Depois, a partir das observações 
de Kepler, vai deduzir, para a força da gravidade, a expressão matemática do 
inverso do quadrado. É este conhecimento pormenorizado da força que nos 
permite hoje, por exemplo, enviar e controlar satélites e obter informação sobre 
o que se passa no outro lado da Terra. O conhecimento matemático do mundo 
é um conhecimento operativo, quer dizer, nós vivemos melhor no mundo, somos 
mais ricos neste mundo, porque dispomos de conhecimento sobre ele. Sem esse 
conhecimento, como seria a nossa vida? Sem Galileu e Newton, como seria hoje 
a nossa vida? Repare-se que Galileu e Newton partiram de factos concretos, 
usaram a matemática, e, a partir das suas formulações, chegámos a aplicações 
concretas. Foi aqui dito que a matemática parte do concreto e procede de uma 
maneira sistemática. Foi também assim que fizeram os grandes físicos. 

Depois, veio ainda um outro grande físico, Einstein, o físico que subiu aos 
ombros de Newton, que por sua vez tinha subido para os ombros do Galileu. 
Einstein também partiu do concreto para o abstracto. Em primeiro lugar, 
porque é que ele se interessou pela ciência? Quando tinha cinco anos o pai ofere- 
ceu-lhe uma bússola e a criança ficou a pensar no mistério da bússola. Mais 
tarde, aos doze anos, deram-lhe o livro Os Elementos de Euclides. Portanto, o 
concreto, nele como em qualquer criança, veio primeiro que o abstracto. 
Einstein faltou a umas aulas de Matemática no seu curso da Escola Politécnica 
de Zurique. No entanto, a matemática de que ele precisava para a sua teoria da 
relatividade já estava toda feita. Tanto para a relatividade restrita como para a 
relatividade geral, em que é mais complicada, a matemática já estava disponível, 
ao contrário do que aconteceu com Newton, que teve de desenvolver a mate- 
mática apropriada para descrever o movimento. Einstein, não tendo frequen- 
tado a todas as aulas, teve de se socorrer de uns apontamentos de um colega, mas 
o professor dele, Minkowski, que sabia mais matemática do que Einstein, mais 
tarde formulou a teoria da relatividade restrita de um modo mais simples e 
elegante do que o seu antigo discípulo. 

Em 2005, a teoria da relatividade restrita de Einstein fez 100 anos. E, em 
2008, fez 100 anos que o professor do Einstein põe a teoria do Einstein de 
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uma maneira matematicamente muito atraente, designadamente, que o tempo, 
a quarta dimensáo, pode ser concebido como uma grandeza que os matemáticos 
designam de “imaginário”. E, se considerarmos um tempo imaginário, a geome- 
tria da relatividade restrita é a geometria euclidiana para o conjunto a quatro 
dimensóes do espaco e do tempo. Portanto, Einstein resistiu um pouco, náo 
percebeu muito bem Minskowski de início, mas, depois, concordou que essa 
era, de facto, uma maneira bonita de expressar as ideias da relatividade. Lá veio, 
mais uma vez, a matemática em auxílio do físico. Para a relatividade geral, 
Einstein também conseguiu chegar a uma equação muito bonita. De um lado 
da equação, colocou a geometria do mundo a quatro dimensões, do espaço de 
tempo. E, do outro lado, colocou a matéria e a energia. Portanto, a matéria e a 
energia determinam a geometria do mundo e esta geometria deixa de ser eucli- 
diana, é uma geometria que já existia antes, que os matemáticos já tinham desen- 
volvido. Einstein veio mostrar, mais uma vez, o grande poder da abstracção 
matemática para descrever situações concretas. 

Pensavam os matemáticos do século XIX que tinham criado novas geome- 
trias, as geometrias não-euclidianas, que não tinham aplicação visível. Um dos 
maiores matemáticos desse século, Gauss, preocupou-se com esses problemas. 
O que fez ele para testar a geometria não-euclidiana? — fez experiências concre- 
tas. Ele sabia que a soma dos ângulos de um triângulo era 180º, de acordo com 
a geometria de Euclides. E perguntou? Será que o nosso mundo está mesmo de 
acordo com a geometria de Euclides? Pôs uma lanterna aqui, outra ali a grande 
distância e outra ainda acolá, também a grande distância, e tentou medir os 
ângulos desse triângulo à superfície da Terra. Não encontrou grandes desvios, 
devido ao grande tamanho do nosso planeta. Einstein colocou, de um lado, a 
geometria não-euclidiana e, do outro lado, o conteúdo de matéria e energia. À sua 
equação, conforme se veio a mostrar, somaria o nosso conhecimento do macro- 
cosmos. Descreve o Big Bang, os buracos negros, etc. Mais tarde, o sábio pro- 
curou debalde, sempre com base na matemática, uma teoria unificada que 
conseguisse descrever, ao mesmo tempo, a força da gravidade e a força electromag- 
nética. Einstein é hoje visto, e justamente, como o protótipo do pensamento 
puro, do pensamento matemático que consegue apreender o cosmos, mas não 
nos esqueçamos que ele começou com a bússola que o pai lhe deu, que ele 
começou em criança com a manipulação de um objecto concreto. 

Por último, a questão que foi posta aqui: precisamos em Portugal da 
matemática? O facto de se colocar a pergunta dá logo a informação sobre o 
estado do país. Um país que está bem não coloca essa pergunta. Será que nós 
somos concretos? Será que nós somos sistemáticos? Se a matemática parte do 
concreto e é uma procura sistemática de conhecimento, será que nós usamos 
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metodologias desse tipo na nossa vida? E a resposta é que, na minha opinião, 
infelizmente náo, náo o fazemos na medida suficiente. Bastará dar um exemplo. 
A noção portuguesa de tempo é a noção menos concreta possível. Quando uma 
pessoa diz, “amanhá encontramo-nos”, este amanhá náo quer dizer rigorosa- 
mente nada. Com um americano, se eu disser “amanha encontramo-nos”, temos 
de acrescentar o local e a hora, o espaco e o tempo. É um evento num dado ponto 
do espaço e num dado instante de tempo. Aqui não, amanhã encontrar-nos- 
-emos... Há uma esperanga vaga de eu amanhá me cruzar com uma dada pessoa. 
Por sua vez, a procura sistemática devia ser também uma constante nas nossas 
vidas e não é. Será que nós planeamos as coisas? Acho que somos mais conheci- 
dos pelo improviso, um improviso que, em geral, tem más consequéncias. Se há 
uma festa que temos de organizar, nós dizemos, “logo se vé”, uma expressáo 
muito portuguesa. E vamos dizendo isto até 4 véspera... Depois, na véspera, 
comega a chover e dizemos: “ainda bem que náo preparámos nada, está a cho- 
ver”. Noutro país mais desenvolvido, como por exemplo na Alemanha, ter-se-ia 
o plano À e o plano B. O plano À com chuva e o plano B sem chuva, contem- 
plando todas as hipóteses. Esta é a maneira racional de operar o mundo. 

A matemática não são apenas as linhas geométricas, não são apenas os 
números, é o raciocínio rigoroso, é um método de pensar com o qual se pode 
encarar o mundo. Deixem-me dar um exemplo concreto. Ontem planeei aqui 
estar às dez horas e pensei assim: para estar às dez horas em Lisboa, tenho de 
partir às oito horas em Coimbra, duas horas chega para a viagem não ultrapas- 
sando, no meu carro, os limites de velocidade. O raciocínio está bem feito, 
planeamento, espaço, tempo, fiz as contas pensando numa velocidade média. 
Mas cheguei tarde. Porquê Porque houve um grande desastre às portas de 
Lisboa. As coisas decorreram de uma maneira não planeada, mas que eu devia 
ter planeado. Eu devia ter previsto que, em Portugal, as coisas decorrem de 
maneira imprevisível. Infelizmente, os acidentes acontecem aqui mais do que 
noutros países, porque as pessoas vão alegremente a 180 km/h. Os automo- 
bilistas portugueses tentam subir para cima das árvores e alguns conseguem 
mesmo. Portanto, nós temos, a vários níveis da nossa vida corrente, raciocínios 
mal feitos, raciocínios que o não são de facto, porque o raciocínio que não é 
claro nem rigoroso não merece ser chamado raciocínio. 

Termino dizendo que vivemos, de facto, numa altura difícil nas escolas, 
numa altura em que se pensa que um professor pode ser substituído por um 
computador Magalhães. Mas este debate aqui deu-nos algum conforto, com 
base nas experiências dos outros, de países em que não se põe a pergunta sobre 
a necessidade da matemática. Havemos de ser como eles. Para isso, temos de 
interiorizar o valor do raciocíonio. Essa é a grande riqueza da matemática: 
pensar bem. A matemática é uma constante lição para a vida de todos nós. 
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“PARA O RIGOR E A OBJECTIVIDADE, 
O ENSINO DA MATEMATICA PODE SER DETERMINANTE” 


JOAQUIM GOES* 


Em nome dos economistas e dos gestores, 
eu vou corrigir a pergunta que lancei: Portugal precisa da matemática? 


Penso que sim, claramente, como dizia o Eng.º Fernando Santo, e eu 
acrescentaria, mais do que nunca. Mais do que nunca porque penso que temos 
de ter em consideracáo onde é que estamos neste momento face ao enquadra- 
mento económico mundial e europeu e, como sabemos, nos últimos dez anos, 
para náo falar de há mais tempo, temos tido um processo de empobrecimento 
progressivo, ou seja, temos divergido da Europa em termos de crescimento. Da 
minha leitura, essa é uma das razões que poderia levar a um largo debate, mas 
algumas da razões associadas a esse empobrecimento progressivo tem a ver com 
a dificuldade que o país tem tido de responder a um conjunto de estímulos e de 
enquadramento competitivo económico que é claramente mais exigente. Eu 
salientaria aqui três aspectos, entre muitos outros. Como dizia o Eng.º Fernando 
Santo e desenvolvendo um pouco essa ideia, efectivamente, hoje, quando nós 
falamos em competitividade, estamos a falar em factores de diferenciação, ou 
seja, aquilo que diferencia e faz o sucesso ou o insucesso de uma empresa, em 
factores muito mais exigentes e muito mais complexos do que há vinte ou trinta 
anos atrás. São factores que são associados à inovação, à capacidade de dominar 
a tecnologia e traduzir a tecnologia em coisas relevantes para as pessoas, na 
capacidade de marketing, na capacidade de identificar necessidades em pequenos 
núcleos da sociedade. Portanto, estamos a falar de factores que são muito mais 
do que combinar investimento, capital com trabalho e colocar tudo isso em 
conjunto e, portanto, essa é uma das dimensões de base, hoje, do enquadra- 
mento das regras competitivas de grupo. 

O segundo aspecto é que também vivemos numa sociedade cada vez mais 
segmentada, isto em termos de jargão económico. O que é que isto quer dizer? 
Que não temos um mainstream, só temos, dentro da própria sociedade, grupos 
de pessoas com necessidades diferenciadas e que é preciso saber identificar essas 
necessidades e responder com soluções concretas para essas necessidades dife- 
renciadas. Não podemos falar de uma solução única ou em duas ou três soluções 


* Administrador do Banco Espírito Santo. 
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em qualquer sector. Estamos a falar da banca, como dos bens de consumo, como 
da indústria automóvel. 

O terceiro aspecto, e este talvez o mais relevante, associando já à resposta 
da matemática, é a questáo da concorréncia. Sempre houve concorréncia no 
mundo, mas, como sabemos, nos últimos anos, a intensidade concorrencial 
aumentou de forma exponencial no mundo e hoje, em Portugal, náo estamos 
a concorrer com Espanha, náo estamos a concorrer com Franca, estamos a 
concorrer com empresas de todo o mundo. E cada vez vai ser mais essa a regra 
do jogo. Isso traduz-se em margens mais pequenas e na necessidade de as empre- 
sas serem eficientes a todos os níveis da cadeia produtiva. Dentro deste quadro, 
e, em termos gerais, de um quadro de maior exigéncia, implica muito maior 
rigor e as decisões de gestão têm de ser baseadas num rigor muito mais forte, 
implica objectividade, ou seja, náo podemos fazer coisas e tomar decisóes 
porque pensamos que é melhor, é preciso sermos objectivos para fundamentar 
as decisóes e isso implica também, em terceiro lugar, um aspecto muito impor- 
tante — vamos ver a seguir como é que isso, pelo menos da nossa experiéncia, se 
tem traduzido num apoio que a matemática pode dar — que é a responsabilização. 
A responsabilização em gestão não é só tomar uma decisão baseada em factos, é 
ver se depois esses factos, ao longo do tempo, são efectivamente concretizados. 
E se não o são, quem é o responsável por isso. Penso que esta é uma das questões 
em que também temos muito a evoluir em Portugal. Estas três dimensões, o 
rigor, a objectividade e a responsabilização, estão obviamente associados, no 
meu ponto de vista, a uma qualidade analítica, de capacidade analítica e de 
estruturação da abordagem aos problemas em que o domínio da matemática, e 
a capacidade do matemático, pode não ser uma matemática de níveis muito 
sofisticados do conhecimento e de técnicas matemáticas, mas é a estrutura do 
pensamento e a abordagem aos problemas que têm de estar baseadas num rigor 
e numa objectividade em que o ensino da Matemática e a compreensão da 
matemática podem ser determinantes. Portanto, eu diria que, numa primeira 
análise e no quadro do país em que vivemos e em função dos desafios que temos 
pela frente, se queremos efectivamente ser competitivos e romper com o ciclo de 
divergência relativamente à Europa, devemos ter uma atitude na gestão que, 
quando falamos em gestão, não é só gerir uma empresa, em muitas das decisões 
e processos de trabalho que temos pela frente em todos os sectores, é ter o 
domínio do rigor, da objectividade, da disciplina, tudo isso fundamentado 
numa capacidade analítica — parece-me determinante. 


234 


ENCERRAMENTO 


EDUARDO MARCAL GRILO* 


1. A Conferência que a Fundação Gulbenkian realizou em Novembro de 
2008, de que foi Comissário o Prof. Nuno Crato, constituiu um 
momento de reflexão que assentou num vasto conjunto de apresenta- 
ções efectuadas por consagrados especialistas, em áreas científicas onde 
a investigação tem vindo a produzir resultados que permitem aperfei- 
çoar o conhecimento sobre os modos como se pode ensinar Matemá- 
tica, tendo em vista a melhoria dos níveis de aprendizagem por parte 
dos alunos. 

Ao longo dos dois dias da Conferência, a discussão, o debate e o 
exercício do contraditório foram uma constante, o que mostra que 
o ensino da Matemática em todas as suas vertentes continua a ser um 
tema da maior actualidade. 

Neste debate estão envolvidas inúmeras áreas científicas, da Psicologia 
às Neurociências, da Sociologia às Ciências da Educação, ao mesmo 
tempo que se desenrolam, em diversos países, estudos e trabalhos de 
reflexão tendo em vista o estabelecimento de um quadro de referência 
que direccione as metodologias, as didácticas, as linhas programáticas, 
os conteúdos e mesmo os sistemas de avaliação que devem ser adop- 
tados no domínio da Matemática. Toda esta actividade visa melhorar os 
níveis de eficiência que se pretendem atingir, não apenas para a 
compreensão da Matemática como ciência que assenta no raciocínio e na 
lógica, mas também para a aprendizagem da Matemática como 
instrumento indispensável para a resolução de problemas que implicam o 
exercício da memória, a prática de rotinas e a correcção do erro; 


2. A Conferência não tinha o objectivo de obter quaisquer conclusões. 

No entanto, parece possível definir, em traços largos, um conjunto de 
“Main-Findings” que resultam da análise das comunicações, bem como 
das intervenções e dos debates realizados ao longo das diferentes 
sessões e da mesa-redonda final. 
Em síntese e a partir desta Conferência, as principais linhas de 
orientação que podem ser definidas para o futuro, nomeadamente para 
a acção da Fundação Gulbenkian relativamente às questões do ensino 
e da aprendizagem da Matemática, são as seguintes: 


* Administrador da Fundação Calouste Gulbenkian. 
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111) 


Em Portugal, como praticamente em todo o Mundo, a Matemática 
constitui uma área muito sensível a que a comunidade educativa, a 
escola, os professores e os responsáveis pelo desenvolvimento curri- 
cular, pelos programas, pelos conteúdos e pelas metodologias de 
ensino e avaliação devem dedicar uma atenção especial tendo em 
conta o carácter estruturante de que se reveste a sua aprendizagem; 


Nesta perspectiva, importa continuar a aprofundar o trabalho de pes- 
quisa que tem vindo a ser conduzido em diferentes áreas do conhe- 
cimento tendo em vista o aperfeiçoamento dos métodos de ensino na 
perspectiva de se poderem melhorar os níveis de aprendizagem da 
Matemática por parte dos alunos; 

Em torno da Matemática e do seu ensino continuam a existir escolas 


de pensamento diferentes que se contrapõem por vezes com alguma 
frontalidade e aparentemente com difícil diálogo entre si; 


iv) A Conferência mostrou que esta dificuldade deve e pode ser ultra- 


passada, à semelhança aliás do que ocorreu noutros países em que esta 
questão teve igual importância, designadamente nos Estados Unidos, 
onde foi possível construir uma plataforma de síntese a partir da qual 
se pensa poder aperfeiçoar significativamente o ensino e a aprendiza- 
gem da Matemática; 


v) A Fundação Gulbenkian tem vindo a fazer um grande esforço no sen- 


vi) 


tido de contribuir para um melhor conhecimento da realidade que se 
vive no ensino e na aprendizagem da Matemática tanto nos ensinos 
básico e secundário como no ensino superior. De facto, apesar de 
todas as controvérsias sobre o tema, nota-se um grande défice no 
conhecimento dessa realidade; para além dos resultados das avaliações 
nacionais e internacionais, que nos dão importantes informações mas 
são sempre algo simplificadores, faltam em Portugal estudos no 
terreno como os que estiveram na base das conclusões do já referido 
trabalho norte-americano; 


Estamos hoje convictos de que constitui uma prioridade proceder a 
um esforço de síntese numa lógica de actuação que procura encontrar 
um ponto de equilíbrio entre aspectos muito concretos como: as 
vantagens de um ensino centrado no aluno e a transmissão estrutu- 
rada de conhecimentos; a importância do raciocínio e da compreen- 
são e o indispensável uso da memória; ou ainda um ensino baseado 
nos exemplos e nos casos do quotidiano e um ensino que assenta 
essencialmente na abstracção; 
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vii) Como conclusáo resta-me sublinhar a importáncia de que se revestiu 
esta Conferência para a Fundação Gulbenkian que, a partir destes 
debates e das conclusões por nós tiradas, procurará reorientar a sua 
actuação sempre na perspectiva de contribuir para um melhor ensino 
da Matemática e para a criação das condições de sucesso educativo numa 
área científica, em que tradicionalmente os alunos encontram dificul- 
dades acrescidas que podem e devem ser ultrapassadas recorrendo ao 
que hoje se conhece sobre estas matérias. 
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= 


ENSINAR MATEMATICA TEMPERANDO A EXPERIENCIA 
COM AS RECOMENDACOES DA CIENCIA MODERNA 


NUNO CRATO* 


A conferéncia que acabámos de viver foi um momento alto no debate 
educativo em Portugal. Um momento possível graças à extraordinária qualidade 
dos convidados nacionais e estrangeiros e ao seu empenho em nos trazerem uma 
perspectiva actual, livre, moderna, moderada e fundamentada sobre o que hoje 
se sabe e o que não se sabe sobre educação matemática. Possível também graças 
ao grande empenho da assistência, que soube questionar, discordar, intervir e 
completar as perspectivas dos oradores convidados. Possível, finalmente, graças 
ao empenho da Fundação Calouste Gulbenkian, que não só nos proporcionou 
estes momentos de elevado nível intelectual como também nos ofereceu a sua 
hospitalidade, simpatia, profissionalismo e empenho. 

Os debates sobre educação no nosso país e em grande parte do mundo 
estão manchados por um radicalismo ideológico que se tem de ultrapassar. Não 
é possível raciocinar seriamente sobre a melhor maneira de avaliar os estudantes 
se a resposta a quem fala da necessidade de rigor é acusá-lo de pretender 
prolongar a selecção social dos estudantes. Tal como não é possível debater a 
melhor maneira de formar os futuros professores quando se responde a qualquer 
tentativa de discutir os conteúdos universitários com a acusação de abastar- 
damento das matérias. 

De um lado, tem havido o que se poderia chamar um “consenso pedagó- 
gico”, forjado ao longo dos anos por uma simbiose entre serviços do Ministério 
de Educação, alguns departamentos de Escolas Superiores de Educação e muitos 
departamentos de educação universitários. Á resposta desse “consenso peda- 
gógico” a quaisquer chamadas de atenção sobre os problemas do nosso sistema 
de ensino, ou sobre os dogmas educativos que têm florescido nessa simbiose, tem 
sido uma resposta epidérmica. Acusações, silenciamento, recusa em considerar 
os problemas levantados. 


* Professor catedrático de Matemática e Estatística no Instituto Superior de Economia e 
Gestão, pró-reitor para a Cultura Científica da Universidade Técnica de Lisboa, presidente da 
Sociedade Portuguesa de Matemática de 2004 a 2010, coordenador científico do centro de inves- 
tigação Cemapre. 
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De outro lado, tem havido uma reacgáo primária a tudo o que seja peda- 
gogia, estudos educativos e tentativas de modernizar o ensino. Há, sem dúvida, 
muitos professores de didáctica e de sociologia da educação, assim como muitos 
especialistas ou ditos especialistas do ensino, que reproduzem caricaturas do que 
deveriam ser estudos académicos. A linguagem é fechada e pouco clara, os 
raciocínios são vagos e inconsequentes, a sustentação empírica é nula. Tudo isto 
promove uma imagem das ciências da educação que tem pouco a ver com a 
ciência. Mas, de outro lado, há académicos que apenas repetem lamentos impo- 
tentes e que se recusam a adaptar uma vírgula às matérias que leccionam e aos 
métodos de ensino que adoptam. Há professores que se fecham a qualquer 
modernização do ensino e que não contribuem para o debate sério sobre a 
maneira de o fazer progredir. 

Felizmente, temos um modelo que nos pode inspirar. É o que nos é dado 
pela ciência. É um modelo que promove a abertura a novas ideias, o respeito 
pelos factos e a confiança de que o conhecimento organizado, de base empírica 
e de sistematização racional, é uma ajuda para a solução dos problemas humanos 
e sociais. 

Nesta conferência apresentaram-se algumas das conclusões que começam 
a emergir dos estudos científicos da psicologia e da didáctica da matemática. 
Deu-se especial destaque às conclusões do painel federal norte-americano sobre 
o ensino da matemática (NMAP) e expuseram-se algumas das conclusões e 
interrogações da psicologia cognitiva sobre a prática da aritmética e a iniciação 
à geometria e à álgebra. Sem a preocupação de sermos completos, salientamos 
em seguida alguns dos aspectos que nos pareceram mais relevantes nas apresen- 
tações e debates. 


1. A importância da matemática e do seu ensino 


A matemática não é só um auxiliar útil nas compras diárias nem apenas 
uma matéria necessária a engenheiros ou profissionais de formação avançada. 
A matemática permeia a nossa vida moderna e é um requisito necessário a jovens 
e a futuros profissionais. 

Hoje, quem quiser trabalhar numa linha de montagem de automóveis ou 
ser caixeiro de uma loja, quem quiser manter registos comerciais de uma 
empresa, ler gráficos de produção ou perceber cálculos elementares de juros, 
precisa de ter alguns conhecimentos matemáticos mais avançados do que os que 
se exigiam há algumas décadas a muitos profissionais superiores. A partir do 
momento em que os computadores e microprocessadores dominam a nossa vida 
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diária e produtiva, os cálculos matemáticos tornaram-se mais fáceis, mas exige-se 
um maior domínio de conceitos aritméticos, geométricos, algébricos e estatísticos. 

Nas profissões técnicas, como sejam as de mecánico, de fiscal de obras ou 
de contabilista, cada vez é maior a diferenga entre profissionais que tém dificulda- 
des em ler uma matriz ou em entender os valores de um histograma e os que estáo 
à vontade com essas matérias. Nas profissões que vão fazer mexer a economia, os 
empregos exigem uma formação em matemática cada vez mais exigente. 

No ensino básico, as disciplinas de Matemática têm sido as que se defron- 
tam com mais dificuldades. Noutras disciplinas essenciais, como o Português ou 
a Geografia, os jovens, mesmo que tenham impedimentos igualmente graves, 
conseguem em geral ultrapassar os seus problemas ou, pelo menos, progredir 
nos estudos. Mas em Matemática as deficiências são mais difíceis de ultrapassar 
sem um esforço concentrado. Arrastam-se por vezes ao longo de anos, sendo um 
dos principais factores de retenção dos alunos. 

As dificuldades em Matemática são em grande parte responsáveis por que 
muitos jovens não prossigam carreiras técnicas, como a de contabilista ou 
engenheiro. Isso pode acontecer por os jovens não prolongarem os estudos além 
do ensino obrigatório ou por não ficarem preparados para estudos técnicos e 
serem forçados a escolher especializações ou cursos onde a base quantitativa não 
é tão importante. Sem menosprezar o relevo de cursos de letras, artes e matérias 
similares, a verdade é que a falta de informáticos, engenheiros, economistas e 
outros técnicos tem prejudicado o desenvolvimento de muitos países. 

Finalmente, o domínio de conceitos, técnicas e algoritmos matemáticos é 
um dos principais factores de exercício de uma vida activa e plena. Não estão só 
em causa as capacidades que são directamente derivadas do treino matemático. 
Estão também em causa as capacidades de raciocínio lógico rigoroso, de quanti- 
ficação de resultados e de distinção entre certeza e probabilidade. O treino na 
percepção da diferença entre condição necessária e suficiente, tão clara em 
matemática, ajudado pelo treino na quantificação, são capacidades que têm uso 
durante toda a vida e que a matemática escolar ajuda a desenvolver. 


1.1. A importância do ensino 


Diversos estudos têm revelado que os alunos entram na escola com conhe- 
cimentos e práticas muito desiguais e que isso é um factor de diferenciação que 
tende a manter-se ao longo dos anos (ver, e.g., U.S. Department of Education, 
NCES 2001). Assim, é cada vez mais importante começar cedo e fornecer progra- 
mas de preparação para a escola, de forma que os alunos provenientes de meios menos 
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favorecidos, quando chegam ás matérias decisivas do primeiro e segundo anos de 
escolaridade, possam náo estar em grande desvantagem perante os seus colegas que, 
por origem social e cultural, estáo habitualmente mais bem preparados. 

Igualmente importante, e aqui o professor dos primeiros anos pode actuar 
positivamente se a isso se decidir e se lhe forem dadas condições, é que as insu- 
ficiências não se arrastem ano atrás ano e que haja uma intervenção imediata 
perante as primeiras dificuldades. 

Repetidamente, os estudos internacionais mostram que as dificuldades no 
ensino, em particular na Matemática, podem ser ultrapassadas com um ensino 
sistemático, coerente e atento aos progressos dos alunos. Não há fatalidades 
sociais que remetam os jovens de meios mais desfavorecidos à ignorância. 

Não há também uma fatalidade de sexo ou de ansiedade matemática. 
Os estudos psicológicos mais rigorosos têm também mostrado que as variações 
devidas ao sexo ou a ansiedade raramente são um problema central (Geary, 1996; 
Gallagher e Kaufman, 2005). São antes um problema derivado de deficiências na 
aprendizagem. Em vez de dispersar a atenção com o tratamento de sintomas, os 
educadores deverão tentar assegurar que todos os alunos acompanhem a evolução 
das matérias, desenvolvam estratégias de autocontrolo das suas aprendizagens e 
tenham consciência do esforço crescente que é necessário na escola. 

Finalmente, é importante sublinhar que os resultados dependem mais 
do trabalho organizado dos professores e do esforço de compreensão dos alunos 
do que da sua inteligência ou aptidão para a matemática. A ideia de que a inteli- 
gência e a aptidão são qualidades fixadas à partida e que não são susceptíveis de 
evolução tem-se mostrado altamente prejudicial. Tem-se observado que os 
alunos dominados por esta ideia tendem a desistir mais facilmente e a ter um 
pior desempenho do que aqueles que acreditam que a inteligência é, em grande 
parte, desenvolvida pelos seus esforços (Dweck, 1999). Esforços para mudar esta 
atitude têm tido efeitos positivos nos estudantes, em particular nos que 
começam a ter resultados negativos a Matemática (Blackwell, Trzesniewski, & 
Dweck, 2007). Esta é uma área em que todos, pais, professores, políticos, 
comunicação social e cidadãos em geral, podem ter um papel positivo mudando 
as mentalidades dos alunos. 


1.2. O ensino é uma arte apoiada na experiência e na ciência 
O ensino de qualquer matéria, mesmo das matérias mais científicas e 
rigorosas, é uma actividade humana que não pode basear-se exclusivamente em 


prescrições rigorosas. E algo que tem mais semelhanças com a engenharia ou a 
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arquitectura do que com a ciéncia fundamental. Muitas vezes, há vários pro- 
cessos de ensinar a mesma matéria, há prioridades que podem ser diferentes em 
escolas distintas, há professores com diferentes estilos que conseguem ser efica- 
zes nessa diversidade. 

Isto não significa, contudo, que não haja orientações melhores que outras, 
nem métodos melhores que outros. Sabe-se hoje que há algumas orientações 
gerais que permitem aos professores, mesmo aplicando estilos diferentes, ensinar 
com maior eficácia. O bom professor é conhecedor, organizado, sistemático, 
acompanha os alunos, trata-os com justiça, promove uma avaliação fiável e pro- 
gride por etapas bem estruturadas, adoptando uma sequência pedagogicamente 
sólida (Crato, 2006b). Qualquer ser humano que não tenha problemas graves 
consegue, enquadrando-se dentro destes princípios, ser um professor razoável. 

O professor deve pois estar atento às recomendações comprovadas pela 
experiência e análise científica, de forma a melhorar a sua eficácia pedagógica. 
Essas recomendações andam em torno de meia dúzia de ideias fortes fáceis de per- 
ceber, embora tenham durante muito tempo sido obscurecidas por discussões 
ideológicas vazias, provindas de muitos ditos “especialistas em educação” que, na 
realidade, baseiam todas as suas exortações em princípios fortemente ideoló- 
gicos, que podem reflectir algumas intenções libertadoras da ignorância, mas 
que não têm qualquer fundamentação científica. 

O professor deve, por isso, usar o seu espírito crítico e a sua experiência 
perante muitas recomendações românticas e irrealistas que lhe chegam de diver- 
sos sectores (Kauffman, 2002). Deve, por exemplo, aplicar algum cuidado na 
leitura de muitas “pesquisas em educação” que são apenas regurgitações de 
crenças ideológicas ou que se limitam a ser estudos enviesados, feitos com 
pequenas amostras e sem os cuidados estatísticos e científicos que estes estudos 
necessitam. É frequente encontrar estudos “para provar que”, atitude que é 
completamente oposta ao espírito científico, assim como é frequente encontrar 
estudos com amostras de pequena dimensão da qual não se podem tirar con- 
clusões gerais. Ainda mais frequente é defrontarmo-nos com estudos que não 
têm os cuidados de controlo estatístico elementares, estudos, por exemplo, em 
que o professor ou orientador empenhado em determinado método é ao mesmo 
tempo o observador. Encontram-se também análises em que não há grupo de 
controlo e não se conseguem isolar as variáveis (Hirsh 2002; Stanovitch & 
Stanovich 2003). Finalmente, é habitual encontrar práticas ditas de investigação 
em que não se discutem interpretações alternativas dos dados e se apresentam 
como conclusões únicas as teorias de que o autor parte. 

Seria fundamental que os professores, mas sobretudo os formadores de 
professores e os responsáveis de políticas educativas, desenvolvessem um sentido 
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crítico sobre a literatura de educacáo, de forma a encararem com as necessárias 
reticéncias as últimas modas educativas e as teorias dogmáticas e unilaterais que 
são muitas vezes apresentadas como conclusões definitivas. Sabemos, no entanto, 
como é muitas vezes difícil aos profissionais encontrarem tempo para ler a lite- 
ratura sobre educação e destrinçar nela o trigo do joio. 

Uma primeira atitude crítica que todos os profissionais de educação podem 
ter face a novas recomendações que lhes sejam apresentadas é simplesmente 
confrontá-las com a sua experiência: “Será que essa nova ideia funciona? Será 
que, pelo que conheço, é viável seguir este novo método?” Esta atitude crítica, 
no entanto, não chega. Há certamente ideias novas que são válidas e que não são 
à partida bem interpretadas pela maioria das pessoas. Em educação, contudo, 
este simples filtro serve para afastar muitas teorias e recomendações românticas 
e lunáticas com que os professores frequentemente se defrontam. 


2. Como se aprende 


À pedagogia da Matemática encontra-se muito dividida, mas os estudos sérios 
e fundamentados de psicologia e didáctica apontam em algumas direcções claras, 
que aliam métodos activos com o ensino dirigido e que fazem apelo aos diversos 
aspectos da aprendizagem, da memorização de factos e treino de procedimentos à 
conceptualização, à resolução de problemas e ao raciocínio independente. 


2.1. Processos cognitivos 


A cognição compreende a atenção, a aprendizagem, a memorização, a 
automatização de procedimentos, a compreensão de conceitos, o desenvolvi- 
mento da capacidade de resolução de problemas e várias outras actividades 
mentais. O ensino pretende induzir a aprendizagem, ou seja, o desenvolvimento 
da cognição dos alunos, conceito em que se incluem todas estas vertentes. 

O professor tenta que o aluno compreenda e assimile o que lhe é trans- 
mitido, incluindo aí a capacidade de desenvolver procedimentos e de adoptar 
atitudes conducentes à resolução de problemas. Um dos erros mais comuns em 
algum pensamento pedagógico das últimas décadas consistiu em concentrar 
esforços nos processos mentais mais exigentes, como a capacidade de resolução 
de problemas não rotineiros e o desenvolvimento de pensamento crítico, 
esquecendo ou menosprezando os conhecimentos e capacidades mais básicas. 
No pensamento de algumas recomendações curriculares chegou a ser expressa a 


246 


ideia de que a memorização de factos aritméticos, como a tabuada, ou a auto- 
matização de algoritmos, como o da divisão, ou ainda a mecanização de procedi- 
mentos, como a regra da proporcionalidade dita de três simples, seriam entraves 
à compreensão dos princípios matemáticos mais importantes. 

Os estudos modernos da cognição têm mostrado, pelo contrário, que o 
alcance dos objectivos educativos mais ambiciosos depende criticamente da 
sequência de actividades de aprendizagem em que os processos básicos têm 
necessariamente precedência (NMAT-4). 

O sucesso na aprendizagem não depende unicamente de factores cogni- 
tivos. À ansiedade, a má nutrição ou a pressão das distracções externas são tam- 
bém factores que podem afectar criticamente a aprendizagem. Mas são factores 
que actuam por intermédio da cognição. Tem sido verificado, em particular, que 
a dita “ansiedade matemática” prejudica a aprendizagem interpondo-se no 
processo de atenção e treino, pois retira capacidade à memória de trabalho, que 
controla simultaneamente os dados do problema, impedindo a resolução de 
problemas (Ashcraft & Krause, 2007). 

Mais importante ainda, as intrusões de factores de ansiedade em momen- 
tos de pressão em teste de conhecimentos não actuam ou actuam apenas mode- 
radamente quando os procedimentos matemáticos em teste estão bem domi- 
nados (Beilock et al. 2004). Significa isso que a sobrevalorização dos problemas 
afectivos pode não ajudar a resolver as deficiências de aprendizagem, mas antes 
agudizá-las por não enfrentar os problemas cognitivos de base. 

O ensino começa com a atenção, que não deve ser confundida com a moti- 
vação ou o desejo de aprender. Estes não são suficientes e por isso é necessário 
saber concentrar a atenção dos alunos nos aspectos que se pretende que eles 
retenham e não simplesmente despertar o seu interesse. Quando isso se obtém, 
o passo seguinte é conseguir que os alunos codifiquem a informação na memória 
de trabalho, que é a capacidade de reter informação na mente enquanto se pro- 
cessam outras actividades mentais. 


2.2 Aprende-se memorizando 


Para desenvolver a capacidade de trabalho numérico e geométrico em que 
se envolve a memória de trabalho, é essencial que a informação mais impor- 
tante, por exemplo, a tabuada, e os procedimentos que a princípio mais conso- 
mem memória de trabalho, nomeadamente os algoritmos, passem para a memó- 
ria de longo prazo e se desenvolvam automatismos (Schneider & Shiffrin 1977 e 


Shiffrin & Schneider 1977). 
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Se um aluno tem dificuldade, por exemplo, em calcular 3 + 8, se náo 
consegue reter o facto 3 + 8 = 11 na memória de longo prazo e assim automa- 
tizar a sua recuperação para a memória de trabalho, terá então grande dificul- 
dade em proceder a adigóes com vários dígitos e automatizar esse processo. 

Por vezes, para conseguir que os alunos adquiram a noção de número, 
pode fazer sentido ajudá-los a fazer as somas parciais: 


3+8=(1+2)+8=1+(2+8)=1+10=11. 


Mas esta fase deve ser rapidamente automatizada e o aluno deve ser 
ajudado a memorizar o resultado da adição. À capacidade para fazer somas par- 
ciais ou, em geral, a capacidade para fazer cálculos com algoritmos ad hoc, pode 
ser importante para somas que, de outra maneira, seriam trabalhosas, como a de 
1999 + 999, que os alunos devem também ser capazes de resolver por cálculo 
mental simplificado: 


1999 + 999 = (2000 — 1) + (1000 — 1) = 2000 + 1000 — 2 = 2998. 


O problema de insistir nestas formas simplificadas de cálculo está exacta- 
mente no facto de recorrerem a algoritmos ad hoc, portanto para uso em casos 
específicos. Habituar o aluno a fazer todos os cálculos com estes recursos preju- 
dica os automatismos dos algoritmos tradicionais. 

O mesmo se passa com algoritmos alternativos sistemáticos, mas menos 
eficientes, como o da soma com somas parciais e o da divisão por subtracções 
parciais. Não existem estudos suficientes para mostrar as vantagens desses algorit- 
mos na compreensão da estrutura das respectivas operações, mas é admissível que 
tenham aí algumas vantagens. O que parece errado é deixar que esses processos se 
sobreponham aos algoritmos eficientes, resultado de uma evolução milenar e de 
cuja fluência depende em grande parte o ensino posterior da Matemática. 

A prática repetida com os factos base das operações, nomeadamente com 
as somas e multiplicações, seguida de uma prática repetida com os algoritmos 
das quatro operações, é fundamental para automatizar as operações algébricas. 
Estas deixarão progressivamente de ser um processo que obriga a uma actividade 
consciente e que consome recursos de memória de trabalho; transformar-se-ão 
num processo automático, que liberta recursos mentais para outras actividades 
de resolução de problemas. Tem-se verificado que a capacidade de recuperação 
eficiente dos factos aritméticos básicos é parte integrante do pensamento 
matemático mais complexo e conceptual e da actividade de resolução de pro- 
blemas (Geary & Widaman, 1992). 
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2.3. Aprende-se adquirindo fluéncia 


Para adquirir fluéncia nos conceitos e algoritmos e na capacidade de 
resolver problemas não basta fazer e saber fazer problemas elementares (Geary et 
al., 1996). Os exercícios que treinam e detectam a aquisição mínima dos conhe- 
cimentos e capacidades acabados de adquirir náo sáo suficientes para adquirir 
fluéncia e dominio das matérias. 

Para dar um exemplo, imaginemos que estamos a ensinar aos nossos alu- 
nos o processo de adição com números de vários dígitos. Eles devem ser obvia- 
mente treinados em somas elementares como 








12 16 
+21 +5 
33 2. 


Mas isso não basta. Para aprenderem devidamente o transporte devem 
fazer contas com transportes repetidos, como por exemplo 


998 
+ 67 
1065 


Os estudantes de Singapura, Finlândia e outros países são capazes de fazer 
muito mais rapidamente e muito mais eficientemente contas muito mais 
complicadas do que as conseguidas pelo aluno médio português, brasileiro ou 
norte-americano (Geary, 2006). As crianças têm muito maior capacidade de 
aprendizagem matemática do que até há pouco se supunha (Gelman, 2003). 

A aprendizagem, tanto nos aspectos mais básicos — é o caso da memo- 
rização de factos simples — como nos aspectos mais elevados de assimilação de 
procedimentos — é o caso da aquisição de estratégias de resolução de problemas —, 
depende criticamente da prática repetida e espaçada. 

É um facto intuitivamente conhecido de professores e estudantes e solida- 
mente estabelecido pela psicologia experimental, que a retenção de longo prazo 
depende da repetição, mas de uma repetição espaçada ao longo do tempo e não 
concentrada (Roher & Taylor, 2006). Todos sabemos que estudar apressada- 
mente nas vésperas de um exame não é o mesmo que estudar ao longo dos 
meses. Isso é válido para a memorização de factos e automatização de rotinas. 
Mas é também válido para processos de assimilação mais complexos. Sabemos 
que há matérias que precisam de um tempo de maturação e assimilação. Mesmo 
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OS processos cognitivos mais elevados necessitam de repetição e tempo (Bahrick 


& Hall, 1991; Pashler ez al., 2007). 


2.4. Aprende-se sobreaprendendo 


Uma das conclusóes mais importantes da psicologia cognitiva moderna é 
que não basta aprender e adquirir algum a-vontade com as matérias. É necessá- 
rio sobreaprender, isto é, é necessário aprender mais do que aquilo que é necessário 
de imediato, pois só com essa aprendizagem acrescida os factos se retêm na 
memória de longo prazo, os procedimentos se mantêm automáticos e as capaci- 
dades de resolução de problemas não se desvanecem. Isto é particularmente 
importante ao longo do percurso matemático escolar de um jovem, pois o que 
se aprende em certa altura voltará a ser necessário anos depois. 

Sobreaprender significa memorizar mais do que o necessário para uma 
recuperação no curto prazo, significa treinar os procedimentos mais do que o 
bastante para um desempenho razoável, significa ainda abordar problemas mais 
difíceis do que os minimamente necessários em cada etapa escolar. 

A fluência e a retenção de longo prazo não se obtêm com elementos que 
são muito fáceis de aprender (Rohrer & Taylor, 2006). Esses elementos podem 
ajudar, e habitualmente ajudam, a aquisição inicial de conhecimentos, mas 
conduzem a uma retenção inferior à dos elementos que são mais difíceis de 
entender na fase inicial (Bjork, 1994). 


2.5. Aprende-se abstraindo 


A abstracção é o processo natural de toda a aprendizagem. Quando a 
criança aprende que duas laranjas mais três laranjas são cinco laranjas, está 
a adquirir um conhecimento concreto, como é natural que tenha de ser o pri- 
meiro contacto com esta adição. Mas quando consegue perceber que 2 + 3 = 5 
em todas as situações, ela adquire a capacidade de abstracção numérica que lhe 
permite usar um facto aritmético num número ilimitado de situações. É impor- 
tante sublinhar este facto, pois a abstracção tem sido tratada por algumas corren- 
tes pedagógicas como um mal, quando ela é o resultado natural e desejável de 
todo o ensino. 

Em todas as disciplinas o mesmo acontece, em graus diversos. Mas em 
matemática a abstracção é fundamental, de tal forma que se pode dizer que todo 
o ensino da Matemática é uma progressão do concreto para o abstracto. 
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Começa-se por generalizar a agregação e decomposição de conjuntos concretos 
para a aritmética dos números; da aritmética passa-se para a álgebra, que usa 
símbolos representando quantidades numéricas indefinidas; progride-se para 
funções, em que há relações entre conjuntos, e daí por diante. O domínio pro- 
gressivo da abstracção é sinónimo de progresso e de capacidade de generalização. 
É um domínio que deve ser regenerado e recuperado, ultrapassado algumas 
recomendações pedagógicas infelizes que o menosprezam. 

Vale a pena acrescentar algumas palavras sobre a orientação pela 
aprendizagem em contexto, que se tornou na negação moderna da abstracção 
com mais influência na teoria educativa. Trata-se de uma ideia que 
sobrevaloriza a “contextualização das aprendizagens”. Constituiu uma moda 
nos Estados Unidos na década de 80 (situated learning) e actualmente ainda é 
muito difundida no Brasil, em Portugal e noutros países. Segundo essa ten- 
dência, a competência para a acção só se desenvolveria quando integrada num 
contexto, e o treino abstracto teria pouca utilidade, pois a verdadeira aprendi- 
zagem só ocorreria em situações reais (Collins et al., 1989 e Brown et al, 
1989). Após cerradas críticas, o movimento da contextualização das aprendiza- 
gens perdeu a sua grande influência internacional, pois verificou-se que o 
conhecimento fica mais limitado ao contexto em que é introduzido se não se 
derem aplicações variadas e se se recusar a sua formulação mais abstracta 
(Anderson et al., 1996, 2000). 

Os dois exemplos clássicos das aprendizagens nao formais eficientemente 
aprendidas em contexto — os cálculos relativamente complexos que as donas de 
casa californianas conseguem fazer sobre pregos nos supermercados e as contas 
rápidas feitas pelas crianças da rua brasileiras nas vendas que realizam (Lave, 
1988 e Carraher et al, 1985) — vieram a revelar-se, após estudos mais 
sistemáticos, que apenas reflectiam aprendizagens muito limitadas e restringidas 
a um contexto singular. O treino na abstracção e na capacidade de concretização 
do conhecimento em situações variadas continua a ser indispensável na prepa- 
ração dos estudantes para enfrentarem contextos específicos diversos. 

Na base da tendência de aprendizagem em contexto está a ideia de que as 
aprendizagens, tal como os conhecimentos não nega a decomposição do 
conhecimento em parcelas, antes estuda as suas interacções. A impossibilidade 
de decomposição é evidentemente um mito, pois ela ocorre e tem sucesso nas 
mais diversas aprendizagens. Os estudantes de música não melhorariam a sua 
técnica praticando escalas e as crianças nada aprenderiam treinando somas 
elementares ou silabando palavras se essa decomposição fosse impossível. Talvez 
surpreendentemente para muitos, um contra-exemplo esclarecedor é fornecido 
pelo ensino lúdico: brincando com situações abstractas afastadas da realidade 
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(que poderá existir mais removido de um contexto real do que um jogo?), as 
crianças podem treinar a descodificação de palavras, a aritmética e diversos con- 
ceitos matemáticos. 

Afirma-se também que o ensino teórico descontextualizado náo se traduz 
em aplicações práticas, ou seja, que os alunos não conseguem transferir as 
aprendizagens para situações diversas e que, portanto, todo o ensino teria de ter 
um significado. O problema da transferência é um problema real. Mas o ensino 
excessivamente contextualizado dificulta precisamente a transferência para 
situações práticas diversas. O conhecimento tende a ser mais limitado quando 
apresentado num contexto único. Dito por outras palavras, crianças que apenas 
aprenderam a somar usando laranjas têm mais dificuldade em calcular a soma 
de horas do que as crianças que aprenderam a somar usando laranjas, pauzinhos, 
desenhos e, finalmente, apenas números. 

É também habitual ouvir a tese, complementar da anterior, de que o 
treino abstracto tem pouco significado e que não se traduz numa aprendizagem 
real, capaz de enfrentar situações concretas. Na realidade, o ensino teórico pode 
ser bastante ineficaz se o que se transmite nada tem a ver com as necessidades 
futuras do estudante. Mas esse problema é o da adequação do conteúdo do 
ensino às necessidades do ensinado, e não um problema geral do ensino teórico. 
Na realidade, o ensino abstracto pode ser bastante eficaz, como o mostram 
inúmeros estudos experimentais que comparam ensino prático não orientado 
com ensino teórico. Em pouco tempo, a instrução teórica pode levar o sujeito a 
adquirir um conhecimento que demoraria anos a adquirir se o fizesse apenas 
pela prática diária (Bierderman & Schiffrar, 1987). O mais eficaz, como se 
imagina, é uma aliança ecléctica entre o ensino teórico e o ensino aplicado, 
sendo este referido a contextos diversos e não demasiadamente restrito a aplica- 
ções particulares. O “aprender fazendo” tem sucesso quando há uma combi- 
nação entre a instrução abstracta e diversas ilustrações concretas que conseguem 
despertar o estudante e motivá-lo para perceber, imaginar e realizar aplicações. 
Mas o “aprender fazendo” não tem sucesso quando está confinado a aplicações 
muito limitadas e não é acompanhado de uma generalização pela abstracção. 


3. Como ensinar 


Passamos a descrever algumas recomendações provenientes dos estudos 
modernos de psicologia cognitiva e de educação com implicações para a 
orientação curricular. 
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3.1. O acessório náo deve obscurecer o essencial: ensinar Matemática 


Nos últimos anos, os currículos de vários países tém introduzido vários 
aspectos orientadores que vão além da simples estruturação de conteúdos, 
nomeadamente os seguintes: 


— o desenvolvimento de “competéncias matemáticas”, entendidas como 
capacidade de mobilização dos conhecimentos em contextos diversifi- 
cados; 


— a capacidade de formular problemas; 

— a capacidade de modelar matematicamente problemas; 

— a capacidade de comunicação; 

— o desenvolvimento de atitudes positivas face à matemática; 
— a capacidade de “fazer matemática”; 


— o autoconhecimento e reconhecimento dos processos de aprendizagem 
(metacognição). 


O currículo de Singapura (Singapore Ministry of Education, 2006a e 
2006b), por exemplo, interliga cinco aspectos fundamentais — conceitos, capaci- 
dades, processos, atitudes e metacognição —, aspectos que estão interligados, mas 
sempre tendo como base os conhecimentos. O currículo português no Ensino 
Básico (anos 1 a 9), para dar outro exemplo, baseia-se num conceito genérico de 
desenvolvimento de “competências”. A moda é infeliz e esse conceito e as 
correlativas recomendações começaram a ser abandonados, mesmo pelos seus 
introdutores, imagina-se que a contragosto dos próprios, pois foram muito 
criticados por introduzirem formulações muito vagas, com prejuízo dos conteú- 
dos (Crato, 2006a). 

A pedagogia moderna reconhece a importância de várias abordagens com- 
plementares e o exemplo de Singapura mostra que esses complementos podem 
ter resultados muito positivos. No entanto, tal como mostra de novo o exemplo 
de Singapura (Ginsburg et al., 2005), é decisivo que não se percam de atenção 
os aspectos essenciais, isto é, os conteúdos, e que estes se centrem nos aspectos 
essenciais. 

Existe um debate muito aceso sobre a importância relativa das diversas 
abordagens acima referidas, desde a ideia de “competências” à metacognição. 
Depois de décadas em que se foram acrescentando aspectos e abordagens 
adicionais para o ensino da Matemática, sempre na ilusão de que o acrescento 
em causa iria resolver os problemas de insucesso, a investigação mais recente 
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insiste na relativização desses aspectos adicionais (ver, por exemplo, NMAT 
2008). Assim, o desenvolvimento de “competências”, visto como a necessidade 
de ajudar os alunos a aplicar as matérias que estudam e um incentivo a dar 
exemplos de aplicação, é uma ideia razoável desde que não obscureça os con- 
teúdos matemáticos, como pretendido pelas versões mais radicais da teoria do 
ensino centrado em competências, desenvolvida em Perrenoud e outros (Crato, 
2006a). Nestas versões radicais, as “competências” não representam algo a 
adicionar aos conhecimentos, mas sim um conceito que inclui em si os conheci- 
mentos. As “competências” seriam os “conhecimentos em acção”, ou engloba- 
riam “conhecimentos, atitudes e capacidades de aplicação de conhecimentos”. 
Habitualmente, os conceitos não são bem definidos e propiciam confusões 
(Damião, 2004), mas há dois ou três aspectos centrais que caracterizam aquilo 
a que aqui chamaremos “teoria das competências”: 


— o conhecimento por si não teria valor e só o teria quando se traduziria 
em capacidade de acção; 


— em vez de adicionar conhecimentos aos alunos, dever-se-ia desenvolver 
neles competências gerais; 


— ao invés de elencar conteúdos específicos, dever-se-ia apontar para o 
desenvolvimento de competências globais, de atitudes e de capacidade 
de acção. 


Nada disto tem fundamento na psicopedagogia moderna nem mesmo no 
elementar bom senso. No que se refere ao primeiro ponto, é preciso sublinhar 
que o conhecimento em si tem valor, mesmo que apenas sirva para saber e 
mesmo que não se consiga traduzir em acção útil senão de forma muito indi- 
recta e impossível de descrever à partida com objectividade. Tem valor, por 
exemplo, saber o que é o processo de indução finita em matemática, mesmo que 
o estudante nunca o venha a aplicar, tal como tem valor saber que Júlio César 
viveu antes de Cristo, mesmo que o jovem nunca venha na vida a transformar 
esse conhecimento numa capacidade de acção. 

Em segundo lugar, sendo verdade que é útil para os alunos serem capazes 
de aplicar os seus conhecimentos em áreas diferentes daquelas em que os apren- 
deram, ou seja, serem capazes de proceder a transferências, isso não significa que 
não tenha valor adicionar conhecimentos. Os jovens podem, e habitualmente é 
assim que acontece, aprender um conjunto de ideias e técnicas de que não vêem 
a aplicabilidade imediata e, mais tarde, por vezes muitos anos mais tarde, apren- 
derem a usá-las. 
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Em terceiro lugar, as competéncias sáo, por natureza, muito difíceis ou 
mesmo impossíveis de avaliar. Ao desenvolver o ensino com base nas compe- 
téncias está-se a menosprezar os objectivos claros, precisos, mensuráveis a 
avaliáveis — determinar raízes de polinómios, por exemplo — e substituí-los por 
objectivos vagos, difíceis de medir e, muitas vezes, impossíveis de avaliar — apli- 
car funções polinomiais na vida real, por exemplo. 

Do referido, os erros pedagógicos centrais destas teorias de competéncias 
sáo dois: menosprezar o valor do conhecimento e eliminar programas, conteú- 
dos e objectivos curriculares precisos e avaliáveis a favor de competéncias vagas. 

As críticas ao ensino organizado por competéncias estendem-se aos outros 
tópicos acima indicados (comunicação matemática, por exemplo). Sendo ver- 
dade que referem aspectos importantes, estes tópicos não são centrais. O central 
é o conhecimento. Se aparecerem em detrimento do conhecimento e desligado 
deste, tanto a capacidade de comunicação matemática, como o desenvolvimento 
de atitudes positivas ou a capacidade para “fazer matemática”, aparecem apenas 
formalmente e sem nenhuma profundidade. Não há comunicação matemática 
se não houver nada a comunicar, assim como de nada serve ter atitudes positivas 
se isso não se traduzir em conhecimento dos conteúdos. O que é característico 
da adição nas últimas décadas de todas estas vertentes da educação é represen- 
tarem patamares que apenas fazem sentido se adicionadas dos conteúdos, mas 
terem sido destacadas autonomamente e em detrimento dos conteúdos. Apontar 
objectivos grandiosos é fácil, o necessário é que eles se construam em cima dos 
conhecimentos fundamentais. Esses não podem correr o risco de ser esquecidos. 


3.2. Focar o ensino nos tópicos essenciais: profundidade 
em vez de extensão 


A experiência de uma série de países tem levado a que se recomende um 
currículo simplificado, com menos tópicos, mas tratados com maior profun- 
didade. Em Singapura, por exemplo, os standards centram-se num número 
relativamente pequeno de aspectos, todos eles importantes. A necessidade de 
fornecer aos alunos vários tipos de “experiências matemáticas”, aqui entendidas 
como actividades, projectos, apresentações e aplicações dos conteúdos, centra-se 
nesses tópicos e orienta-se para facilitar a sua melhor compreensão. Nos Estados 
Unidos, mesmo entre os anteriormente partidários de um currículo disperso, 
nomeadamente os porta-vozes do National Council of Teachers of Mathematics, 
surge o reconhecimento da necessidade de ênfase nos pontos centrais, os Focal 
Points (NCTM, 2006). Este documento recomenda uma atenção maior aos 
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aspectos-chave (key aspects), particularmente números e fracções e alguns aspec- 
tos da geometria e da mensuração. Trata-se de uma rectificação de política do 
NCTM que, no entanto, não vai tão longe como a prática com sucesso em alguns 
países (Schmidt & Houang, 2007). 

A importáncia desta política confirma-se observando os resultados das 
comparações internacionais. Nos estudos TIMMS e PISA nota-se que os países 
com melhores resultados em matemática seguem a política de concentrar o 
currículo (Klein et al., 2005). 

A política de concentração em tópicos fundamentais não significa, no 
entanto, simplificação de conteúdos. Pelo contrário, significa profundidade em 
vez de extensão. Nos primeiros quatro anos de escolaridade, essa concentração 
deve significar mais atenção aos tópicos fundamentais de aritmética (número, 
operações, relações de ordem) e de geometria (triângulos, espaço e medida) 
(Cross et al., 2009). Nos dois anos seguintes, aparece com destaque na aritmética 
o domínio de fracções e na geometria o raciocínio sobre triângulos semelhantes. 

A concentração do currículo significa também atenção primordial aos 
tópicos matemáticos. Um estudo muito recente promovido pela direcção de 
pesquisa nacional dos Estados Unidos (National Research Council) corrobora 
esta ideia e destaca que “as experiências de aprendizagem em que a matemática 
é uma actividade suplementar em vez de ser o foco primordial são menos 
eficientes em promover a aprendizagem da matemática do que as experiências 
em que a matemática é o objectivo primário” (Cross et al., 2009). O recente 
estudo de reformulação de ensino matemático elementar israelita chegou às 
mesmas conclusões (Aharoni, 2008). 

À concentração do ensino nos tópicos essenciais pode parecer uma verdade 
de La Palisse, se for transformada numa afirmação circular: se analisarmos a 
posteriori as matérias ensinadas podemos concluir que são todas essenciais. Mas se 
traçarmos à partida objectivos, as coisas são habitualmente diferentes. Pergunte-se: 
destinou-se 90% do tempo de aula ao ensino dos tópicos fundamentais? 
Reforçaram-se os conceitos centrais quando se discutiram tópicos laterais com eles 
relacionados? Regressou-se frequentemente aos tópicos importantes? 

Perguntas semelhantes devem ser feitas sempre que se usam aspectos 
auxiliares de ensino, nomeadamente materiais manipuláveis, no ensino mais 
elementar, jogos, no ensino médio, ou computadores, em todos os graus 
de ensino. É necessária alguma precaução no abuso de exemplos complexos e de 
contextos para explicar as matérias. Vários estudos experimentais têm mostrado 
a importância de concentrar a atenção do aluno e de o descentrar de aspectos 
irrelevantes para a compreensão dos conceitos matemáticos (Rittle-Johnson et 


al., 2001). 
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3.3 Seguir uma progressao coerente 


Outra recomendação constante nos estudos recentes é a aplicação de um 
currículo que siga um alinhamento lógico e consequente das matérias, para que 
os estudantes vejam uma continuidade nos seus estudos. 

A progressão coerente é fundamental para que os estudantes possam 
revisitar as matérias num nível mais elevado em vez de as revisitarem constante- 
mente sem progressão razoável, como tem acontecido nos países que têm 
aplicado exageradamente as recomendações do chamado “currículo em espiral”. 
Esse desejado progresso reforça o conhecimento das matérias elementares, em 
vez de as esquecer. 

Não seguir esta progressão coerente traz problemas graves aos alunos: 


— não lhes permite consolidar conhecimentos, parecendo que voltam sem- 
pre ao mesmo nível; 


— cria-lhes a noção de que a aprendizagem da matemática é a aquisição 
de uma colecção de truques desconexos; 


— não lhes permite desenvolver os rudimentos de um raciocínio hipo- 
tético-dedutivo. 


As conclusões do grupo de trabalho do NMAT “On conceptual 
knowledge and skills” (NMAT-3, 2008) são muito claras nesta ideia. Vários 
estudos empíricos têm mostrado estes e outros inconvenientes dos exageros no 
currículo em espiral (V. Schmidt et al., 2002, e trabalhos aí citados). 

Dê-se um exemplo no trabalho em fracções. Ao estudarem a multiplicação 
e a divisão, os alunos deverão ter presente na memória, por exemplo, que 2 x 7 = 14, 
que 3 x 7 = 21 e que 5 x 7 = 35, o que poderiam adquirir facilmente nos dois 
primeiros anos de escolaridade. Ao se estudar a propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição pode-se certamente relacionar a igualdade 
5 x 7 = 35 com as duas anteriores e não usar apenas números muito elevados 
que os estudantes não consigam verificar automaticamente. Ou seja, inicial- 
mente é preferível dizer 


Qx)+(3xD)=(2+3)x7=5x7, 
e não ficar apenas por exemplos como 
(lx 5) + (1 x5) S2 x5 


nem 


(127 x 345) + (21 x 345) = 148 x 345. 
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Ao se chegar às fracções, é mais educativo pedir aos alunos para compa- 
rarem 4/14 com 5/21 e dizer-lhes para o fazerem com base no que sabem da 
propriedade distributiva do que compararem 127/345 com 215/756 usando a 
máquina de calcular. Da primeira forma, o progresso baseia-se no que se conhece 
e relembra-o, reforçando-o; da segunda forma, a comparação de fracções aparece 
como um tópico novo, desligado do que se conhece. 

Um outro obstáculo à progressão coerente é o exagero nas actividades e 
projectos de carácter aplicado. As aplicações, os contextos, as actividades e os 
projectos devem ser colocados ao serviço da progressão coerente da disciplina e 
não dominá-la. Podem contribuir positivamente para o ensino, mas apenas se 
desempenharem um papel de estratégia pedagógica e tiverem o lugar secundário 
que podem ter. Os exageros do chamado “ensino em contexto” (situated 
learning), que desenvolve as ideias a partir de contextos relacionados, e do 
ensino por projectos, em que não é a matéria que domina a sequência do estudo, 
mas sim o tópico central e multidisciplinar, podem ser muito prejudiciais ao 
ensino da Matemática. Será bom aprender algo com as técnicas da divulgação 
científica, que usam sistematicamente contextos interessantes e se desenvolvem 
de forma dispersa (Crato, 2009). Mas não se pode transformar o ensino em 
divulgação. Esta é episódica, enquanto o ensino deve ser sistemático. 


3.4. Variar em torno de temas centrais, em vez de adicionar conceitos 
dispersos 


A progressão coerente das matérias facilita também a aprendizagem dos 
conceitos essenciais. A matemática é, pela sua natureza, um desenvolvimento de 
ideias e procedimentos que se baseia num número reduzido de ideias-base. 
Quando ela se desenvolve como uma progressão de conceitos em que as ideias- 
-base originam uma multiplicidade de outras ideias, revela-se a beleza da cons- 
trução matemática e reforça-se também o conhecimento matemático. Sinteti- 
zamos esta afirmação no preceito de desenvolver variações em torno dos temas. 

Para dar um exemplo, considere-se a fórmula da área de um triângulo, que 
se desenvolve naturalmente a partir da fórmula da área de um rectângulo, sendo 
esta muito mais do que uma fórmula, pois pode ser tomada como a própria 
definição de área. De qualquer maneira, a fórmula da área de um triângulo pode 
ser tomada como base para o cálculo de qualquer polígono. 

Quando se calcula a área de quadriláteros não regulares, certos manuais 
preocupam-se em fornecer uma nova fórmula: metade do produto de uma 
diagonal pela altura que lhe é ortogonal. 
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Vale a pena, pelo menos numa primeira fase, introduzir a nova fórmula 
ou será mais lógico decompor esta área na de dois triángulos? 


3.5. Promover a transferéncia de conhecimentos e capacidades 


Em psicologia cognitiva, o termo transferéncia refere-se á capacidade de 
aplicar conhecimentos correctamente e para lá dos exemplos e situações estu- 
dados e trabalhados, estendendo o conhecimento a problemas aparentemente 
semelhantes (transferência próxima) e não semelhantes (transferência longín- 
qua). A capacidade de transferência é de enorme importância em matemática, 
pois o que se pretende não é apenas que os estudantes saibam resolver os pro- 
blemas que praticam. Pretende-se que usem essa prática para resolver problemas 
diferentes e para o estudo de outras disciplinas ou para aplicações na modelação 
de situações reais. 

Tornou-se lugar comum lamentar que os estudantes não sejam capazes de 
usar os conhecimentos que estudam — e a teoria das competências levou esse 
lamento ao extremo. Tornou-se também lugar comum dizer que essa dificuldade 
de transferência deriva de um ensino demasiado abstracto e que seria pois pre- 
ferível desenvolver toda a aprendizagem em contexto (situated learning). Há um 
fundamento real na preocupação de os alunos saberem aplicar os seus conhe- 
cimentos. É muitas vezes desanimador verificar que os estudantes conseguem 
fazer certos cálculos, seja por rotina, seja por compreensão dos procedimentos 
envolvidos, mas não os sabem transferir para problemas ligeiramente diferentes. 
Surpreendentemente, é possível ver alunos capazes de calcular o volume de um 
paralelepípedo, mas incapazes de calcular o volume de água que enche uma 
piscina paralelepipédica. 

Por vezes, a limitação é puramente matemática. O aluno que calcula o 
volume de um sólido pode não saber que se trata de um paralelepípedo — ou 
seja, pode não perceber este conceito, associando o nome apenas a uma fórmula. 
Nesses casos, o problema está na má compreensão de um conceito matemático 
e essa deficiência agrava-se se o professor, em vez de a enfrentar, a rodeia com 
contextos pormenorizados. Outras vezes, o problema pode estar na incapaci- 
dade de relacionação do conceito com uma determinada realidade. O aluno não 
está habituado a usar conhecimentos de uma área para outra. Como se pode 
ultrapassar este obstáculo? 

Uma primeira recomendação com vista à promoção da transferência é 
não limitar a aprendizagem de determinado conceito ou procedimento a um ou 
a outro exemplo concreto. Devem ser dados exemplos, mas estes devem variar o 
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mais possível, para que os estudantes consigam apreender o que é essencial e 
extensível a diferentes contextos. 

Além dos exemplos, para ajudar a transferéncia é necessário promover a 
abstracção. Em muitos casos, a investigação psicopedagógica tem verificado 
que a instrução explícita dos conceitos abstractos favorece mais a transferência 
do que os exemplos, mesmo que variados (e.g., Sloutsky, Kaminski, & Heckler, 
2005; Uttal, 2003). Estudos rigorosos têm mostrado a superioridade da 
abstracção para aprendizagens mais complexas (Kaminski, Sloutsky & Heckler, 
2008). 


3.6. Solidificar os conhecimentos por camadas 


Outra recomendação fundamental é a de ter cuidado em verificar que os 
conhecimentos estão solidamente adquiridos pelos alunos antes de avançarem 
para outros patamares. Enquanto outras disciplinas são menos cumulativas e se 
podem aprender de várias maneiras, a matemática baseia cada avanço em conhe- 
cimentos adquiridos anteriormente (mesmo o conceito de número e conceitos 
geométricos básicos falados à entrada na escola baseiam-se em experiências e 
conhecimentos anteriores dos alunos). Ao ensinar inglés, por exemplo, o aluno 
pode ter estado distraído na aula em que se fez a distinção entre few e little, 
não sabendo pois que a primeira se aplica a quantidades numeráveis e a segunda 
a quantidades contínuas ou não quantificáveis. Mas ao ouvir essas palavras 
várias vezes e ao ler textos em que elas são referidas, o aluno pode perceber o 
sentido das frases e ir aprendendo outras palavras e expressões. Em Matemática, 
esse progresso pela intuição e com falhas é muitíssimo mais difícil, para não 
dizer impossível. 

A Matemática é uma progressão de conceitos que parte dos simples e 
avança para os mais complexos. Do número e das operações passa-se às pro- 
porções e à álgebra, da álgebra passa-se às funções e por aí adiante. A frustração 
que se encontra frequentemente nos alunos perante a Matemática é a frustração 
por não conseguirem perceber os conceitos nem aplicar os procedimentos, e essa 
incapacidade deriva frequentemente de falhas anteriores, em matérias antece- 
dentes. 

Revisitar conhecimentos anteriores em contextos diferentes e de forma 
espaçada e diferida é não só fundamental para o desenvolvimento de capaci- 
dades matemáticas e para a automatização de procedimentos, como também 
para a compreensão profunda das matérias (Rohrer & Taylor 2006). 


260 


3.7. Usar definições claras 


O professor israelita Ron Aharoni, que estudou o ensino da Matemática 
Elementar e se especializou em Didáctica dos primeiros anos de escolaridade, tem 
insistido muito na necessidade de usar definições claras em todas as etapas do 
ensino da Matemática (Aharoni, 2008). A sua experiência e a de outros educado- 
res mostra que as actividades dispersas têm uma utilidade muito reduzida se não 
for feita uma clarificação dos conceitos. 

As definições são a base do desenvolvimento de toda a Matemática. Esta 
disciplina começa com conceitos precisos a partir do qual estabelece relações e 
obtém resultados. À generalidade de aplicação e a fiabilidade desses resultados 
assentam no rigor das definições iniciais e, claro, no rigor do raciocínio com que 
foram deduzidos. Para dar um exemplo, pense-se na definição de triângulo. Se 
se começar por dizer a uma criança que um triângulo é uma figura com três 
lados está-se a dar uma definição insuficiente. A certa altura é preciso ir mais 
longe. 

Há várias maneiras de definir um triângulo, mas é importante que a 
definição implique que um triângulo é uma figura plana, fechada, composta (ou 
delimitada) por três segmentos de recta que se unem dois a dois em pontos 
chamados vértices. Sem este mínimo de clareza, como se pode explicar a um 
estudante que a medida da soma de ângulos de um triângulo é 1800? 

O problema central é o da procura do rigor possível em cada nível de 
escolaridade e de um rigor que estimule os alunos ao pensamento claro, em vez 
de os estimular a um pensamento aproximado. De outra forma, a Matemática 
aparecerá sempre como um conjunto de truques dispersos, uma série de conhe- 
cimentos fragmentados ou um agregado de procedimentos. Mais uma vez se 
vêem as limitações dos contextos e das aplicações no ensino da Matemática: por 
si sós não permitem desenvolver o conhecimento matemático nesta sua vertente 
fundamental, a hipotético-dedutiva. 


3.8. Avaliar frequentemente 


Menos conhecido, mas estabelecido de forma sólida por estudos experi- 
mentais em ambiente quase escolar e em ambiente escolar (Roediger & Karpicke 
2006a, 2006b e Karpicke 82 Roediger 2008), é o facto de os testes serem mais 
eficientes para a retenção de longo prazo do que a simples aprendizagem 
repetida. O resultado é contra-intuitivo, mas explica-se pelo facto de os alunos 
terem uma fraca consciência do seu nível de aprendizagem, julgarem que sabem 
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o que não sabem e, muitas vezes, não perceberem quais os tópicos que são chave 
da matéria. Assim, ao estudarem por si próprios, rapidamente se convencem de 
que não é necessário prosseguir a leitura e o treino. Em contraste, quando os 
alunos são repetida e apropriadamente testados, não só recuperam de memória 
os factos e conceitos, o que os ajuda a retê-los, não só tomam consciência das 
suas deficiências, como são obrigados a concentrar-se nos tópicos mais impor- 
tantes. 

É habitual, por exemplo, que os alunos julguem que dominam a proprie- 
dade comutativa da adição e a da multiplicação e a propriedade distributiva 
desta em relação aquela por saberem resolver problemas do tipo 


Doe ls), 


e apenas repararem que o seu conhecimento é limitado quando confrontados 
com problemas como os seguintes, que, possivelmente, não sabem resolver, 


3+(23x2+7) ou 3x(2+7)x(3+ 17). 


Defrontados com problemas destes, apropriadamente construídos de 
forma a testarem as dificuldades mais comuns, os alunos praticam e assimilam 
as propriedades comutativa e distributiva como não o fariam por si próprios. 

Como norma geral, quanto mais frequente for a avaliação mais esta pode 
reforçar a aprendizagem. O aspecto a ressalvar é o da clara separação entre 
ensino e avaliação. Se esta demarcação não for bem estabelecida, como por vezes 
acontece nos exageros da dita “avaliação contínua”, o aluno pode coibir-se de 
levantar questões e manifestar a sua ignorância como medo de revelar o seu 
desconhecimento. O professor deve fazer um esforço coerente para encorajar os 
alunos a perguntar o que desconhecem, nos momentos apropriados. 


4. Algumas conclusões 


Algumas conclusões gerais podem ser tiradas a partir das investigações 
sobre os processos de aprendizagem. São conclusões prudentes, pois do que se 
sabe sobre o funcionamento da mente pouco se pode traduzir ainda em reco- 
mendações pedagógicas, e os estudos sobre experiências educativas têm frequen- 
temente contextos diferentes, que podem justificar medidas particulares e não 
generalizáveis. O que até agora discutimos, contudo, são recomendações tão 
insistentemente validadas pela experiência educativa, pelos estudos rigorosos de 
psico-pedagogia e pelas análises de experimentos educativos, que se podem acei- 
tar como solidamente confirmadas. 
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Talvez os dois tragos mais salientes destas recomendacóes sejam o seu 
eclectismo e a sua razoabilidade. Quando se fala na necessidade de memorização 
náo se menospreza a importáncia da compreensáo; quando se sublinha a 
necessidade da abstracção não se pretende banir os exemplos e as experiências 
concretas, que são via para o progresso dos conceitos no aluno; quando se 
destaca o papel imprescindível do treino de procedimentos e da automatização 
de rotinas não se deprecia a necessidade da assimilação dos conceitos nem da 
compreensão dos fundamentos das rotinas. 

O que a psicopedagogia moderna sublinha, ao contrário de visões dog- 
máticas, parcelares, unilaterais e tendenciosas, é que os alunos progridem 
quando se trabalham ao mesmo tempo os diversos aspectos da aprendizagem. 
O mesmo é válido para outros aspectos da organização e do funcionamento da 
escola, tais como a disciplina, a motivação e a avaliação. 

Depois de algumas teorias educativas radicais terem defendido que toda a 
disciplina deve vir da motivação, sabe-se hoje que a disciplina é um factor 
importante da aprendizagem e que constitui um exemplo de romantismo 
lunático esperar que ela seja adquirida apenas pela motivação e responsabilização 
dos alunos. À disciplina tem, em grande parte, de ser imposta. À pressão externa 
é um auxiliar da tomada de consciência do aluno. Não faz sentido tentar uma 
disciplina totalmente imposta, tal como não faz sentido pretender que os méto- 
dos de trabalho sejam todos voluntariamente adquiridos pelos alunos. Da mesma 
forma, o ensino tem de motivar os estudantes, mas tem também de exercer 
alguma pressão sobre eles para os levar à compreensão das matérias. A motivação 
leva à compreensão, mas a compreensão provoca também o movimento inverso: 
a motivação vem em grande parte de algum conhecimento prévio do que se 
estuda. Ninguém pode gostar do que desconhece. 

A este respeito deve ouvir-se a experiência dos professores. Todos os que 
já exerceram a actividade educativa, mas talvez mais os que ensinaram ou 
ensinam Matemática, sabem que os alunos se queixam frequentemente de 
estarem a fazer actividades sem sentido, de lhes estarem a explicar matérias de que 
não estão a ver a utilidade e de estarem sujeitos a exercícios repetitivos e 
fastidiosos. Algumas correntes educativas lêem erradamente estes sinais. Mas os 
professores experientes sabem entendê-los. Quando os alunos se queixam de 
determinada actividade, estão naturalmente a lamentar-se pelo insucesso, pela 
sua incapacidade para enfrentar as tarefas que lhes são atribuídas. Os alunos que 
sabem fazer determinados exercícios não se costumam queixar do seu aspecto 
repetitivo ou trabalhoso. Pelo contrário. Muitos alunos gostam de actividades 
que conseguem fazer, mesmo que repetitivas, quando nelas têm êxito. 
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Lendo erradamente estes sinais, algumas correntes educativas fazem 
depender o progresso no ensino do interesse do aluno e da sua compreensáo da 
utilidade das matérias, o que é novamente irrealista. E preciso dizer-se que a 
utilidade prática imediata náo é critério de inclusáo ou exclusáo de tópicos de 
ensino e é preciso também afirmar-se frontalmente que não é o gosto do aluno 
que pode servir de critério do que este aprende. 

A prudência das conclusões que modernamente se tiram e o seu carácter 
ecléctico não podem ser confundidos com uma conciliação de inconciliáveis. 
Quando se afirma que o desenvolvimento da memória é decisivo para a aprendi- 
zagem da matemática está-se a dizer, implícita ou explicitamente, que não estão 
correctas as correntes pedagógicas que, durante anos, defenderam que a memo- 
rização era inimiga da compreensão. Quando se afirma que a compreensão 
favorece a memorização e o automatismo dos procedimentos (Hecht et al., 
2007), está-se a criticar a ideia antiquada de que a aprendizagem da Matemática 
pode limitar-se à memorização de algoritmos sem necessidade de compreender 
o seu fundamento. 

Igualmente, quando se afiança que os exemplos e aplicações devem ser 
usados para induzir conceitos abstractos, está-se a criticar a ideia de que o ensino 
pode ser uma progressão de conceitos que nada têm a ganhar do conhecimento 
de aplicações. Mas quando se afirma, igualmente, que é necessário caminhar dos 
exemplos para a abstracção, está-se a recusar os exageros do ensino em contexto. 
Mais, quando se defende que é necessário desenvolver o raciocínio hipoté- 
tico-dedutivo essencial em Matemática, está-se a criticar a ideia de que há um 
caminho único, do concreto para o abstracto, e a sublinhar que também existe 
e deve ser desenvolvido o caminho inverso, da abstracção para o concreto. 

As conclusões da investigação mais recente podem reduzir-se a meia dúzia 
de ideias essenciais, ideias temperadas de bom senso e com fundamento no que 
melhor se conhece sobre o ensino: respeitar os alunos, usar materiais bem estru- 
turados e de progressão coerente, insistir tanto nos conceitos como na fluência 
dos procedimentos, despertar o raciocínio ao mesmo tempo que se desenvolve a 
memorização, avaliar com rigor e frequência, ser-se organizado e exigente. 
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OS PROFESSORES SAO O SAL DA TERRA 
ANA SOUSA DIAS* 


Ao longo destes dois dias, o Auditório 2 da Fundação Calouste Gul- 
benkian encheu-se (principalmente) de professores para a Conferéncia Inter- 
nacional dedicada ao Ensino da Matemática. O espaco foi pequeno para 
tantos participantes e acabou por transbordar para outro auditório e para O 
átrio, convenientemente preparados para a situação. 

A ideia central da Conferência era fazer um levantamento das principais 
questões e procurar soluções para um problema que se coloca a nível mundial. 
À participação de grandes especialistas — nacionais e estrangeiros — permitiu que 
ficássemos com uma ideia do estado-da-arte do ensino da Matemática. 

Neste sentido, assumiu particular destaque a intervenção de David Geary, 
da Universidade do Missouri, EUA, que trouxe a Lisboa as conclusões e reco- 
mendações do painel de aconselhamento do governo federal dos Estados Unidos 
sobre a aprendizagem da Matemática. Sobre o mesmo trabalho reflectiu o 
professor Richard Askey, na mesma sessão em que o matemático israelita Ron 
Aharony falou sobre a experiência de, sendo professor universitário, ter dado 
aulas de Aritmética a crianças do 1.º ciclo. 

Em grande medida, estas três intervenções completaram-se e deixaram claro 
que, como é costume dizer, não é preciso reinventar a pólvora. Há hoje estudos 
que permitem evitar erros cometidos no passado e há conhecimentos científicos, 
nomeadamente no plano das neurociências, que confirmam o que muitos profes- 
sores já tinham concluído na prática. No fim de contas, é preciso reconhecer que 
“os bons professores são o sal da terra”, como sintetizou Miguel Ramos. 

A ministra da Educação, Maria de Lurdes Rodrigues, referiu-se também a 
este estudo para enquadrar as opções da equipa governativa que, afirmou, 
considera a Matemática “uma clara prioridade”. No discurso de abertura da 
Conferência, propôs um tema para reflexão: Portugal tem um número excessivo 
de alunos que, aos 15 anos, não se encontram no grau adequado de escolari- 
dade. Apresentou o seu programa para esta disciplina e destacou três pontos 
críticos — a cooperação da escola com associações científicas para conseguir a 
articulação dos professores dos sucessivos ciclos educativos; o peso das 
dicotomias ao nível das opções pedagógicas; e a investigação que permita 
conhecer melhor as estratégias para ultrapassar os obstáculos que os professores 
enfrentam na escola. Entre as dicotomias a que se referia, sublinhou a oposição 


* Jornalista e Relatora da Conferência. 
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entre “massificação e excelência”. É preciso “subir o nível de aprendizagem de 
todos os alunos e dar estímulos aos melhores”. Recordou a decisáo de estender 
a escolaridade obrigatória até ao fim do secundário. Para Maria de Lurdes 
Rodrigues, é fundamental corrigir rapidamente a desigualdade dos recursos 
escolares, que “condiciona mais a eficácia do ensino do que as desigualdades 
sócio-económicas das famílias”. 

O investigador Manuel Sobrinho Simões, especialista em Patologia e 
Biologia Celular, trouxe à sala a Genómica e a Pós-Genómica, na Conferência 
de Abertura. “O cérebro humano é talvez o sistema mais complexo de todos, 
com as suas permanentes alterações. Temos genes de regulação e genes do cére- 
bro, e a regulação do seu funcionamento, mantendo características estáveis ao 
mesmo tempo que se desenvolvem alterações, é a chamada capacidade epigené- 
tica. Todos temos os mesmos genes, mas todos nos distinguimos uns dos outros, 
graças a milhões de diferenças.” E porque a quantidade não é tudo, comparou 
os 25 mil genes do homo sapiens com os 50 mil contidos no arroz — “a verdade 
é que temos muito mais graça do que o arroz...” 

Recordou também que a investigação científica pode contrariar factos que 
eram dados como certos, e a propósito contou a história de um tipo de ratos 
selvagens que pareciam monogâmicos, aparência que não resistiu aos testes 
genéticos... e comparou-os aos humanos: monogâmicos em termos sociais mas 
não em termos sexuais. 

“Não sou determinista genético, acredito na educação e no trabalho, 
trabalho, trabalho.” 

E foi muito o trabalho que se seguiu, desde logo para tentar definir o que 
faz um bom professor de Matemática. Aharoni referiu-se ao que chamou “as três 
revoluções” da pedagogia da segunda metade do século XX. À primeira foi 
apelidada de Matemática Moderna (final dos anos 50 nos EUA), seguida da 
pedagogia de “auto-descoberta” dos anos 80 e 90 e veio depois a ideia de dispor 
em grupos os alunos na sala de aula, alterando a relação frontal professor/alunos. 
Defendeu que estas três “revoluções” foram nocivas para a aprendizagem dos 
alunos. 

Aplicou ao ensino as palavras do grande matemático Carl Friedrich Gauss, 
[1777-1855] que dizia que o seu pensamento era “concreto e sistemático”. E acres- 
centou que o ensino deve ser feito com palavras — “o segredo do pensamento 
humano”. Os princípios, disse, devem ser formulados de uma forma exacta e 
clara. 

A experiência de Aharoni, do Departamento de Matemática do Instituto 
de Tecnologia de Israel, foi didáctica em muitos sentidos. Grande investigador 
da área da teoria dos grafos, é um homem que se interessa por filosofia, poesia, 
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expressões faciais. Nada do que sabia o preparou para enfrentar o projecto de 
ensino de aritmética a crianças do nível do nosso 1.º ciclo. As peripécias e 
ensinamentos estão no livro Aritmética para Pais, editado entre nós pela Gradiva 
e cujo lançamento foi feito aqui pelo autor. 

Claro que o professor vindo de Israel não se limitou a contar o lado aven- 
turoso da experiência, e explicou como aprendeu a ensinar alunos que não 
tinham a preparação matemática que lhe parecia, a ele, implícita. “A regra, pelo 
menos na escola primária, é que nada deve ser considerado óbvio.” Outros 
intervenientes sublinharam esta ideia-chave: é preciso ter em conta as capacida- 
des dos alunos e os conhecimentos que já consolidaram, sem criar atalhos que 
prejudicam a evolução da aprendizagem. 

As recomendações do Painel de Aconselhamento do governo federal 
norte-americano, trazidas por David Geary, estão disponíveis para consulta na 
Internet* e incluem um levantamento da situação e propostas muito concretas. 
O estudo foi encomendado pela administração Bush e apresentado em Março 
de 2008, com o título “Foundations for Success: The Final Report of the 
National Mathematics Advisory Panel”. 

Eis uma das conclusões deste estudo: “A aprendizagem de factos, algorit- 
mos e conceitos está inter-relacionada: o conhecimento conceptual ajuda na 
escolha de algoritmos; a prática de algoritmos pode fornecer o contexto para 
fazer inferências sobre conceitos; ligar factos à memória de longo prazo reduz as 
necessidades do trabalho da memória e permite focar a atenção na resolução de 
problemas mais complexos.” 

David Geary falou da importância dos conhecimentos adquiridos antes 
da vida escolar. A maior parte das crianças chega à escola com um bom lote de 
conhecimentos numéricos e muitos têm um sentido implícito de números, 
sabem contar e percebem os efeitos da adição e da subtracção. Esses conheci- 
mentos influenciam por longos anos a aprendizagem, de tal forma que as 
crianças de origens mais pobres estão em desvantagem mesmo antes de começar 
a escola, o que as deixa em risco de não virem a explorar o seu potencial nos 
ciclos seguintes. 

E aqui está outra ideia-chave: a aprendizagem da matemática — aritmética, 
fracções, estimativas, geometria e álgebra — tem reflexos na vida adulta, no 
trabalho profissional dos que se dedicam às ciências exactas e também nas 
actividades do dia-a-dia de qualquer cidadão. As fracções são, aliás, um dos 
temas mais difíceis para alunos e adultos, apesar de surgirem ao longo das 
diferentes fases do ensino básico. A capacidade de fazer estimativas também é 
muito necessária na vida quotidiana. 


* http://www.ed.gov/about/bdscomm/list/mathpanel/index.html 
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Outros oradores pronunciaram-se no mesmo sentido, como Richard 
Askey, professor da Universidade de Wisconsin-Maddison, que coordenou 
estudos comparativos do ensino nos países asiáticos e nos Estados Unidos. 
Através de casos concretos, Askey identificou alguns obstáculos, insistindo na 
necessidade de consolidar cada conhecimento antes de arrancar para novos 
ensinamentos. A propósito, sublinhou que os professores e os autores de 
manuais escolares devem conhecer os programas dos anos posteriores, para 
garantir a sequéncia das aprendizagens. Defendeu que os programas de ensino 
devem ter a participação de matemáticos. 

Aharoni e Askey partilharam a mesma sessão, que tinha como ponto de 
partida a pergunta: “O que faz um bom professor de Matemática?” À resposta 
central é: uma sólida preparação, sempre actualizada, e um trabalho contínuo 
com os alunos, porque é necessário fazer insistentes exercícios até que cada regra 
esteja interiorizada. E “saber fazer boas perguntas”, notou Askey. 

Num quadro de contestação de muitos professores às orientações do 
Ministério da Educação, nem sempre as sessões de perguntas/respostas foram 
tão produtivas como suponho que poderiam ter sido. Chegaram do público 
questões relacionadas com as relações com a tutela, não aproveitando a disponi- 
bilidade dos especialistas. Algumas questões suscitadas pareciam ter como 
destinatária a própria ministra, que só esteve presente na sessão inaugural. Mas 
este acto é em si mesmo relevante: a Conferência foi perpassada por uma 
sensação de desconforto dos professores perante as decisões do Ministério. 

As mesas-redondas abriram espaço para o debate dos problemas mais 
sentidos pelos professores, incluindo algumas divergências fundamentais. A ausén- 
cia inesperada da matemática Lynne Reeder levou à substituição da conferência 
prevista por uma mesa-redonda, moderada por Nuno Crato, com José Morais, 
Maria João Afonso e Pedro Rosário. 

Em debate estavam temas em torno da investigação que Lynne Reeder 
teria apresentado — as aplicações e deturpações da psicologia cognitiva na 
educação matemática. Isto é: Os conceitos matemáticos devem ser apresentados 
sempre com exemplos da vida real? Se todas as crianças têm maneiras diferentes 
de aprender, os algoritmos podem ser uma violência? A memorização deve ser 
estimulada? As máquinas de calcular devem ser utilizadas sem restrições? 

José Morais, professor da Universidade Livre de Bruxelas, especialista em 
Leitura e investigador nas áreas da Psicologia Cognitiva, Psicolinguística e 
Neuropsicologia, defendeu que não se pode treinar o conhecimento apenas em 
contexto, é preciso trabalhar no particular e, depois, completar a aprendizagem 
abstracta com exemplos concretos. Sublinhou que antes de entrar na escola a 
criança já tem capacidade de fazer analogias e gosta de fazê-las. Michel Fayol, 
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professor de Psicologia na Universidade francesa de Clermont-Ferrand, pronun- 
ciou-se, no segundo dia, no mesmo sentido: “Antes da escolarizacáo, grande 
parte das crianças consegue resolver alguns problemas aritméticos através de 
uma representação mental da situação. A escola vai fornecer-lhe processo e 
operações aritméticas.” 

Maria Joao Afonso, professora de Psicologia Diferencial na Universidade 
de Lisboa, mostrou-se favorável a um ensino de natureza abstracta, “uma das 
maiores vitórias da inteligéncia”, porque “o raciocínio abstracto tem a capacidade 
de encontrar padróes que sáo essenciais”. Pedro Rosário, da Universidade do 
Minho e especialista em auto-regulação da aprendizagem, falou principalmente 
sobre a avaliação, uma “ferramenta, um termómetro que permite aferir o 
domínio que o aluno tem” e defendeu que a auto-avaliação também é funda- 
mental — sem autocomiseração e também como instrumento de monitorização 
— “a auto-eficácia não é plástica, é construída a partir de dentro”. 

Dilemas idênticos foram debatidos na segunda mesa-redonda, com Filipe 
Oliveira, Luísa Araújo e José Paulo Viana. Para Filipe Oliveira, não existe 
contradição entre a intuição e o rigor. “Sem intuição não há Matemática, as 
ideias originais são um instrumento fundamental para a investigação e a apren- 
dizagem.” Mas “não podemos ficar-nos pela intuição (até porque em 90 por 
cento dos casos está errada), é preciso confrontá-la com a contraprova da demons- 
tração para atingir o rigor”. 

Luísa Araújo, professora do Instituto Superior de Educação e Ciências de 
Lisboa e especialista em literacia, apontou uma falha no sistema português — 
“não temos instrumentos de comparação, as provas de aferição não estão 
alinhadas, não se sabe quais são as áreas em que os alunos têm mais dificul- 
dades”. 

José Paulo Viana, professor de Matemática no ensino secundário e grande 
entusiasta e divulgador da matéria, trouxe à Conferência a pergunta que 
continua a ser ouvida: “para que é que isto serve? E defendeu, então, que a 
aprendizagem tem de passar pela parte exploratória e que as técnicas de cálculo 
são fundamentais. E tudo isto mesmo para os que não tencionam continuar a 
estudar Matemática no ensino estruturado: “é importante relacioná-la com algo 
que eles sintam que lhes pode vir a servir”. 

As relações entre a Psicologia e a Didáctica, do ponto de vista de um dos 
dilemas transversais a todas as discussões da Conferência, estiveram no centro 
da terceira mesa-redonda: “construtivismo ou cognitivismo?” Henrique 
Guimarães recordou que a didáctica da Matemática tem um vínculo matricial 
com a Matemática, com a História da Matemática e ainda com a História do 
Ensino da Matemática, onde vai buscar experiências e ensinamentos. Helena 
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Damião, professora da Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação da 
Universidade de Coimbra e especialista em análise e organização do ensino, deu 
uma nota positiva aos actuais programas de Matemática — “as indicações dadas 
nos diplomas actualmente em vigor são coerentes com o que hoje se sabe sobre 
a aprendizagem”. Isabel Festas, professora da mesma escola, retomou tópicos 
que já tinham sido apresentados: “A memória de trabalho tem uma capacidade 
limitada; a aprendizagem de factos, procedimentos e conceitos está inter- 
relacionada; um conhecimento torna-se automático através da prática; a 
recuperação eficiente de conhecimentos depende da prática.” 

Poderia eu própria dizer aqui que a repetição destas ideias ao longo da 
Conferência funcionou também como ideia-chave para o futuro: o esforço é 
mais importante do que a habilidade inata, sobretudo à medida que a comple- 
xidade avança. Uma lição para a vida em geral. 

Creio não estar errada se disser que todos os intervenientes — incluindo os 
estrangeiros presentes — se pronunciaram contra o uso indiscriminado das 
calculadoras, principalmente nas fases iniciais de aprendizagem. É preciso, 
primeiro, consolidar os conhecimentos, treiná-los sistematicamente e só depois, 
numa fase mais avançada, a calculadora pode tornar-se uma ferramenta para 
operações mais complexas. Para José Paulo Viana, não se pode reduzir a questão 
a um sim ou um não: o problema está em como usamos as calculadoras. 

Ron Aharoni defendeu o uso das palavras para ensinar Matemática com 
clareza e outros oradores, como Pedro Rosário, referiram que muitas vezes as 
dificuldades dos alunos resultam da falta de domínio da língua portuguesa. 

Agradeço profundamente aos organizadores da Conferência a confiança 
que em mim depositaram ao convidarem-me para ser relatora da Conferência, 
e penitencio-me por não ter podido fazê-lo cabalmente no que diz respeito à 
última tarde — quando estava também preocupada com a moderação da última 
e variada mesa-redonda. A pergunta de partida era aparentemente simples: O país 
precisa da Matemática? Claro que sim!, diríamos todos em coro. Mas a questão 
foi colocada a três pessoas com formações e vidas profissionais completamente 
diversas — um engenheiro, um físico e um gestor. À saber: Fernando Santo, o 
sensato bastonário da Ordem dos Engenheiros, sempre aberto a abrir polémicas; 
Carlos Fiolhais, o encantador Físico que nos faz ter vontade de procurar mais 
perguntas para encontrar mais respostas; e Joaquim Goes, administrador 
executivo do BES — Companhia de Seguros, que sublinhou a importância da 
Matemática nos caminhos profissionais. 

Para terminar, vou buscar palavras ditas na sessão de abertura da Confe- 
rência pelo anfitrião, Emílio Rui Vilar, presidente do Conselho de Adminis- 
tração da FCG. Com tantos dados nas mãos, e sabendo que não é possível, 
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“resolver todas as equações ou todos os problemas mal equacionados da 
Matemática”, espero sinceramente que se tenha encontrado aqui “o lugar 
geométrico que permita, de uma forma aberta e livre, analisar as questóes mais 
sensíveis e mais relevantes”. Fazendo alusáo a algumas páginas da saga policial 
Millenium do escritor sueco Stieg Larsson, Rui Vilar propôs: “Não podemos 
perder-nos em discussões estéreis nem resignarmo-nos por causa da estreiteza da 
margem.” A margem do livro de Fermat, demasiado estreita para conter a 
maravilhosa demonstração a que teria chegado, e que por isso mesmo abriu no 
século XVI uma investigação que se prolongou até há bem pouco tempo. 
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